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Â ïîñîáèè äàåòñÿ êðàòêîå è ñðàâíèòåëüíî ýëåìåíòàðíîå ââåäåíèå â òåî-
ðèþ èãð. Çäåñü èçó÷àþòñÿ áåñêîàëèöèîííûå èãðû â ñòðàòåãè÷åñêîé è ïîçè-
öèîííîé (ðàñøèðåííîé) ôîðìàõ, èãðû ñ íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé, áàé-
åñîâñêèå èãðû, êîîïåðàòèâíûå èãðû. Âñå èçó÷àåìûå èãðîâûå ìîäåëè äåìîí-
ñòðèðóþòñÿ íà ðàçíîîáðàçíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ.

Äàííûé êóðñ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ñòóäåíòîâ ýêîíîìè÷åñêèõ ñïåöèàëü-
íîñòåé óíèâåðñèòåòîâ. Îí ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ñòóäåíòû âëàäåþò îñíîâàìè
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, è èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé
(ãëàäêàÿ îïòèìèçàöèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè è ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå). Çà
èñêëþ÷åíèåì ðÿäà âàæíûõ ÷àñòíûõ ïðèìåðîâ, çäåñü ìû âûíóæäåííî îãðà-
íè÷èâàåìñÿ èçó÷åíèåì êîíå÷íûõ èãð, ïîñêîëüêó äëÿ áåñêîíå÷íûõ èãð ïîèñê
ðàâíîâåñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷ áåñêîíå÷íî-
ìåðíîé îïòèìèçàöèè. Íåñìîòðÿ íà ýòî, äàííûé êóðñ íå åñòü íåêèé ïîâåðõ-
íîñòíûé ïàêåò ëåêöèé, ñîîòâåòñòâóþùèé òèïîâîé ïðîãðàììå. Â ÷àñòíîñòè,
çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ (èíîãäà òîëüêî íà êîíöåïòóàëüíîé îñíîâå) ïî÷òè
âñå èãðîâûå ìîäåëè, çà êîòîðûå èõ àâòîðû â ðàçíîå âðåìÿ áûëè óäîñòîåíû
Íîáåëåâñêîé ïðåìèè â îáëàñòè ýêîíîìèêè.

Ýòî ïîñîáèå ìîæíî êîïèðîâàòü è âêëþ÷àòü â àðõèâû è âåáñàéòû. Ïî-
ñîáèå ìîæíî ðàñïðîñòðàíÿòü ðàñïå÷àòàííûì íà áóìàãå èëè â ýëåêòðîííîé
ôîðìå, ïðè ýòîì, çàïðåùàåòñÿ áðàòü ïëàòó, ïðåâûøàþùóþ ðàçóìíóþ ñòîè-
ìîñòü èñïîëüçîâàííûõ ìàòåðèàëîâ. Çàïðåùàåòñÿ âíîñèòü ëþáûå èçìåíåíèÿ
â pdf ôàéë ïîñîáèÿ, à òàêæå èçâëåêàòü åãî ñîäåðæèìîå.
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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

1.1 Ïðåäìåò òåîðèè èãð

Ìû ìîæåì çàïèñàòü îáùóþ çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

f(x, y, z) → ext
x ∈ X, y ∈ Y, z ∈ Z, (1.1)

ãäå

• x � âåêòîð êîíòðîëèðóåìûõ ôàêòîðîâ,

• y � âåêòîð ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ,

• z � âåêòîð íåîïðåäåëåííûõ ôàêòîðîâ.

Çíà÷åíèå êîíòðîëèðóåìûõ ôàêòîðîâ âûáèðàåòñÿ òåìè, êòî ïðèíèìàåò ðå-
øåíèå (îïåðèðóþùåé ñòîðîíîé). Ñëó÷àéíûå è íåîïðåäåëåííûå ôàêòîðû �
ýòî íåêîíòðîëèðóåìûå ôàêòîðû äëÿ îïåðèðóþøåé ñòîðîíû. Ðàçíèöà ìåæäó
ñëó÷àéíûìè è íåîïðåäåëåííûìè ôàêòîðàìè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Êîìïî-
íåíòû âåêòîðà y � ýòî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ èçâåñòíûì çàêîíîì ðàñïðåäå-
ëåíèÿ. Íàïðèìåð, y5 åñòü íîðìàëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïàðàìåòðàìè
(0, 1). Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü, îïåðèðóþùåé ñòîðîíå èçâåñòíû òîëüêî îáëà-
ñòè çíà÷åíèé íåîïðåäåëåííûõ ôàêòîðîâ. Íàïðèìåð, ïåðåìåííàÿ z3 ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [1, 7].

Tåîðèÿ èãð èçó÷àåò çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé, â êîòîðûõ ïðèñóò-
ñòâóþò íåîïðåäåëåííûå ôàêòîðû. Ñóùåñòâóþò ðàçíûå ïîäõîäîâ ê ðåøå-
íèþ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè. Õàðàêòåðíàÿ
îñîáåííîñòü èãðîâîãî ïîäõîäà â òîì, ÷òî â íåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåîïðå-
äåëåííûå ôàêòîðû ïðèíèìàåò íàèõóäøèå äëÿ îïåðèðóþùåé ñòîðîíû çíà÷å-
íèÿ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûáîð íåîïðåäåëåííûõ ôàêòîðîâ
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîòèâíèêîì (äàæå åñëè òàêîâîãî è íåò â ðåàëüíîñòè) îïå-
ðèðóþùåé ñòîðîíû. Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî íåîïðåäåëåííûå ôàêòîðû
ïðèíèìàåò íàèõóäøèå çíà÷åíèÿ òàêæå èçâåñòíî êàê ïðèíöèï ðàçóìíîñòè
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2 Ãëàâà 1. Ââåäåíèå

ïðîòèâíèêà � íà ëþáûå ðåøåíèÿ îïåðèðóþùåé ñòîðîíû ïðîòèâíèê îòâå-
òèò íàèëó÷øèì äëÿ íåãî îáðàçîì.

Tåîðèÿ èãð � ýòî òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííî-
ñòè. Îñíîâíîå ïðèìåíåíèå òåîðèè èãð � àíàëèç êîíôëèêòíûõ ñèòóàöèé â
ýêîíîìèêå è âîåííîì äåëå.

Èãðà � ýòî ìîäåëü (êîíôëèêòíîé) ñèòóàöèè, â êîòîðîé

• ó÷àñòâóåò n ëèö (èãðîêîâ);

• çàäàíû ïðàâèëà èãðû (ñïîñîá ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé êàæäûì èç èãðîêîâ);

• îïðåäåëåíû ïðàâèëà îñóùåñòâëåíèÿ ïëàòåæåé � äëÿ êàæäîãî èãðîêà
i (i = 1, . . . , n) çàäàíà ôóíêöèÿ åãî âûèãðûøåé φi(s1, . . . , sn), ãäå sj �
ñòðàòåãèÿ (ðåøåíèå) j-ãî èãðîêà (j = 1, . . . , n).

1.2 Êëàñcèôèêàöèÿ èãð

Îáû÷íî èãðû êëàññèôèöèðóþò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

• Ïî êîëè÷åñòâó èãðîêîâ: èãðû 1, 2, n èãðîêîâ.

• Ïî êîëè÷åñòâó ñòðàòåãèé: êîíå÷íûå è áåñêîíå÷íûå èãðû. Åñëè ó âñåõ
èãðîêîâ êîíå÷íîå ÷èñëî ñòðàòåãè, òî òàêàÿ èãðà êîíå÷íàÿ, èíà÷å �
áåñêîíå÷íàÿ.

• Ïà õàðàêòåðó âçàèìîîòíîøåíèé ìåæäó èãðîêàìè: áåñêîàëèöèîííûå,
êîàëèöèîííûå, êîîïåðàòèâíûå èãðû. Èãðà íàçûâàåòñÿ áåñêîàëèöèîí-
íîé, åñëè èãðîêè íå çàêëþ÷àþò ìåæäó ñîáîé íèêàêèõ ñîãëàøåíèé. Â
êîàëèöèîííîé èãðå èãðîêè ìîãóò çàêëþ÷àòü ñîãëàøåíèÿ ñ öåëüþ óâå-
ëè÷èòü ñâîè âûèãðûøè. Â êîîïåðàòèâíîé èãðå êîàëèöèè îïðåäåëåíû
äî íà÷àëà èãðû.

• Åñëè ñóììà âûèãðûøåé âñåõ èãðîêîâ â êàæäîé ïàðòèè ðàâíà íóëþ, òî
òàêàÿ èãðà åñòü èãðà ñ íóëåâîé ñóììîé, Èãðà äâóõ èãðîêîâ c íóëåâîé
ñóììîé íàçûâàåòñÿ àíòàãîíèñòè÷åñêîé. Â òàêîé èãðå îäèí èãðîê âû-
èãðûâàåò çà ñ÷åò äðóãîãî, ò.å. φ1 = −φ2. Â èãðàõ ñ íåíóëåâîé ñóììîé
âñå èãðîêè â ñóììå ìîãóò ïîëó÷èòü ìåíüøå èõ ñóììàðíîãî âçíîñà. Íà-
ïðèìåð, â ëîòîðåå åå îðãàíèçàòîðû âñåãäà â âûèãðûøå, à ó÷àñòíèêè â
ñóììå ïîëó÷àþò ìåíüøå èõ ñóììàðíîãî âçíîñà.

• Ïî âèäó ôóíêöèè âûèãðûøåé: ìàòðè÷íûå, áèìàòðè÷íûå, íåïðåðûâ-
íûå, âûïóêëûå, ñåïàðàáåëüíûå, äóýëüíûå è ò.ä.

Ìàòðè÷íàÿ èãðà� ýòî êîíå÷íàÿ èãðà äâóõ èãðîêîâ ñ íóëåâîé ñóììîé.
Òàêàÿ èãðà îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé A = [aij ] ðàçìåðà m × n âûèãðû-
øåé ïåðâîãî èãðîêà. Ïóñòü ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà çàíóìåðîâàíû
÷èñëàìè îò 1 äî m, à âòîðîãî � îò 1 äî n. Òîãäà ýëåìåíò aij ðàâåí
âûèãðûøó ïåðâîãî èãðîêà ïðè óñëîâèè, ÷òî îí èñïîëüçóåò ñòðàòåãèþ
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i, à âòîðîé èãðîê � ñòðàòåãèþ j. Ìàòðèöà âûèãðûøåé âòîðîãî èãðîêà
� −AT .
Áèìàòðè÷íàÿ èãðà � ýòî êîíå÷íàÿ áåñêîàëèöèîííàÿ èãðà äâóõ èãðî-
êîâ ñ íåíóëåâîé ñóììîé. Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöàìè A è B ðàçìåðà
m× n âûèãðûøåé ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ.

Èãðà íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè ôóíêöèè âûèãðûøåé âñåõ èãðîêîâ
íåïðåðûâíûå. Åñëè ôóíêöèè âûèãðûøåé âûïóêëû, òî èãðà íàçûâàåò-
ñÿ âûïóêëîé. Èãðà íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíîé, åñëè ôóíêöèè âûèãðû-
øåé ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå: φi(s1, . . . , sn) =

∑n
j=1 φ

j
i (s

j).
Èãðà òèïà äóýëè õàðàêòåðèçóåòñÿ ìîìåíòîì âûáîðà õîäà è çàâèñèìî-
ñòüþ âåðîÿòíîñòè âûèãðûøà îò âðåìåíè, ïðîøåäøåãî ñ íà÷àëà èãðû.

• Ïî êîëè÷åñòâó õîäîâ: îäíîõîäîâûå (íàïðèìåð, ìàòðè÷íûå èãðû) è ìíî-
ãîãîõîäîâûå. Ìíîãîõîäîâûå èãðû äåëÿòñÿ íà

a) ïîçèöèîííûå: íåñêîëüêî èãðîêîâ ïàñëåäîâàòåëüíî äåëàþò õîäû;
âûèãðûøè èãðîêîâ çàâèñÿò îò ñòðàòåãèè âûáîðà õîäîâ (ïðèìåð
� øàøêè, øàõìàòû, êàðòî÷íûå èãðû, èãðîâûå àâòîìàòû è ò.ä.);

b) ñòîõàñòè÷åñêèå: â èãðå åñòü õîäû, êîòîðûå äåëàþòñÿ ñëó÷àéíûì
îáðàçîì, è ñóùóñòâóåò âåðîÿòíîñòü âîçâðàùåíèÿ íà ïðåäøåñòâó-
þùèå ïîçèöèè;

c) äèôôåðåíöèàëüíûå: õîäû äåëàþòñÿ íåïðåðûâíî è ïîâåäåíèÿ èã-
ðîêîâ îïèñûâàþòñÿ äèôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.

• Ïî èíôîðìèðîâàííîñòè èãðîêîâ: èãðû ñ ñîâåðøåííîé è íåñîâåðøåí-
íîé èíôîðìàöèåé. Â èãðå ñ ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé íà êàæäîì øà-
ãå èãðîêàì èçâåñòíî, êàêèå õîäû áûëè ñäåëàíû ðàíåå (íàïðèìåð, øàø-
êè è øàõìàòû). Â èãðå ñ íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé èãðîêè ìîãóò
íå çíàòü, â êàêîé ïîçèöèè îíè íàõîäÿòñÿ (íåêîòîðûå ñòîõàñòè÷åñêèå
èãðû, â ÷àñòíîñòè, êàðòî÷íûå èãðû).

Ê èãðàì ñ íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé ñâîäÿòñÿ èãðû ñ íåïîëíîé
èíôîðìàöèåé (òàêæå èçâåñòíûå êàê áàéåñîâñêèå èãðû). Â îòëè÷èå îò
èãð ñ íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé, ãäå íåïîëíàÿ èíôîðìèðîâàííîñòü
èãðîêîâ âîçíèêàåò â ïðîöåññå èãðû, â èãðàõ ñ íåïîëíîé èíôîðìàöè-
åé íåïîëíàÿ èíôîðìèðîâàííîñòü íåêîòîðûõ èãðîêîâ âîçíèêàåò åùå
äî íà÷àëà èãðû, êàê ñëåäñòâèå àññèììåòðè÷íîé èíôîðìèðîâàííîñòè
èãðîêîâ (ïîêóïàòåëü ìåíüøå çíàåò î êà÷åñòâå òîâàðà, ÷åì ïðîäàâåö,
ôèðìà òî÷íî íå çíàåò, êàêóþ òåõíîëîãèþ èñïîëüçóåò åå êîíêóðåíò, è
ò. ä.).

1.3 Âûïóêëûÿ ìíîæåñòâà è ôóíêöèè

Ìíîæåñòâî X ⊆ Rn íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè âìåñòå ñ ëþáûìè ñâîèìè
äâóìÿ òî÷êàìè x, y ∈ X îíî ñîäåðæèò è îòðåçîê

[x, y] def= {z(λ) = (1− λ)x+ λy : 0 ≤ λ ≤ 1},
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ñîåäèíÿþùèé ýòè òî÷êè. Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè âûïóêëûõ ìíîæåñòâ ÿâ-
ëÿþòñÿ ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Rn, ïîëîæèòåëüíûé îðòàíò

Rn+
def= {x ∈ Rn : xi ≥ 0, i = 1, . . . , n},

åâêëèäîâ øàð

B(x0, r) def= {x ∈ Rn : ‖x− x0‖ ≤ r}

è ñèìïëåêñ

Σn
def= {x ∈ Rn+ :

n∑
j=1

xj = 1}.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè äëÿ âñåõ x, y ∈ Rn è ëþáîãî λ ∈
[0, 1] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

f((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y). (1.2)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ëîêàëüíû ìèíèìóì âûïóêëîé ôóíêöèè íà âûïóêëîì
ìíîæåñòâå ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì. Åñëè (1.2) âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ êàê ñòðîãîå
íåðàâåíñòâî, òî ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé. Íåòðóäíî óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî ñòðîãî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f íà ëþáîì âûïóêëîì ìíîæåñòâåX èìååò
åäèíñòâåííûé ìèíèìóì, ò.å. ñóùåñòâóåò òî÷êà x∗ ∈ X, ÷òî f(x∗) < f(x) äëÿ
âñåõ x ∈ X.

Ñíîâà, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Òåéëîðà, ìîæíà ïîëó÷èòü êðèòåðèé âûïóê-
ëîñòè ãëàäêîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 1.1 Äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f : Rn → R
âûïóêëà (ñòðîãî âûïóêëà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ëþáîé òî÷êå
x ∈ Rn ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ (Ãåññèàí)

∇2f(x) def=


∂2f(x)
∂2x1

. . . ∂2f(x)
∂x1∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∂2f(x)
∂xn∂x1

. . . ∂2f(x)
∂2xn

 .
íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà (ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà).

Êâàçèâûïóêëûå ôóíêöèè

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ êâàçèâûïóêëîé (ñîîòâ. êâàçèâîãíóòîé) íà âûïóêëîì
ìíîæåñòâå X ⊆ Rn, åñëè ìíîæåñòâî {x ∈ X : f(x) ≤ f(x0)} (ñîîòâ. {x ∈ X :
f(x) ≥ f(x0)}) âûïóêëî ïðè âñåõ x0 ∈ X.

Òåîðåìà 1.2 Ôóíêöèÿ f : X → R, îïðåäåëåííàÿ íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå
X, êâàçèâûêëà, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ x, y ∈ X è 0 ≤ λ ≤ 0

f((1− λ)x+ λy) ≤ max{f(x), f(y)}. (1.3)
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Íåðàâåíñòâî (1.3) îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè â ëþáîé òî÷êå îòðåç-
êà íå ïðåâûøàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèå ôóíêöèè íà êîíöàõ îòðåçêà.Ýòî
íåðàâåíñòâî èíîãäà íàçûâàþò íåðàâåíñòâîì �Èåíñîíà.

Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå êðèòåðèè.

Òåîðåìà 1.3 Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f : X → R, îïðåäå-
ëåííàÿ íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå X, êâàçèâûêëà, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ âñåõ x, y ∈ X

f(y) ≤ f(x)⇒ (∇f(x))T (y − x) ≤ 0. (1.4)

Åñëè ∇f(x) 6= 0, òî íåðàâåíñòâî (1.4) îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð ∇f(x) ÿâ-
ëÿåòñÿ íîðìàëüþ ê êàñàòåëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè â òî÷êå x ê ìíîæåñòâó
{y : f(y) ≤ f(x)}. Ïîíÿòíî, ÷òî íåðàâåíñòâî (1.4) âåðíî è äëÿ âûïóêëûõ
ôóíêöèé. Íî ìåæäó âûïóêëûìè è êâàçèâûïóêëûìè ôóíêöèÿìè èìååòñÿ ñó-
ùåñòâåííîå ðàçëè÷èå: åñëè f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ è ∇f(x) = 0, òî x åñòü
òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f ; íî äëÿ êâàçèâûïóêëîé ôóíêöèè
f èç ∇f(x) = 0 íå ñëåäóåò, ÷òî x åñòü åå òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà.

Òåîðåìà 1.4 Äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f : X →
R, îïðåäåëåííàÿ íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå X, êâàçèâûêëà, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ x ∈ X è âñåõ y ∈ Rn

yT∇f(x) = 0⇒ yT∇2f(x)y ≥ 0. (1.5)

Íàïðèìåð, ôóíöèÿ f(x) = x1 · x2 ÿâëÿåòñÿ êâàçèâîãíóòîé (íî íå âîãíó-
òîé) íà îòêðûòîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå R2

++ è êâàçèâûïóêëîé (íî íå âû-
ïóêëîé) íà îòêðûòîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå R−−. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó
äëÿ x ∈ R2

++

∇f(x) =
(
x2

x1

)
, ∇2f(x) =

[
0 1
1 0

]
,

òî äëÿ ëþáîãî y ∈ R2, òàêîãî, ÷òî yT∇f(x) = y1x2 + y2x1 = 0, èìååì
y1 = −(x1/x2)y2 è

yT∇2f(x)y = (y1, y2)
[
0 1
1 0

](
y1

y2

)
= 2y1y2 = −(x1/x2)y2

2 < 0.

Ïîýòîìó f(x) = x1 · x2 ÿâëÿåòñÿ êâàçèâîãíóòîé.

1.4 Òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå

Íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ f : X → X íàçûâàåòñÿ òî÷êà x0 ∈
X, òàêàÿ, ÷òî x0 = f(x0). Ìû çíàåì, ÷òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
f : [0, 1] → [0, 1] èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó (ñì. ðèñ. 1.1). ßñíî, ÷òî òàêæå
èìåþòñÿ îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå íå èìåþò íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Íàïðèìåð,
îòîáðàæåíèå f(x) = −x ìíîæåñòâà X = {x ∈ R : 1 ≤ |x| ≤ 2} â ñåáÿ
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Ðèñ. 1.1: Íåïîäâèæíûå òî÷êè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè

îòîáðàæàåò îòðåçêè [1, 2] è [−2,−1] äðóã íà äðóãà. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå
îòîáðàæåíèå íå èìååò íåïîäâèæíîé òî÷êè.

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : X → Y ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y
êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ïîäìíîæåñòâî F (x) ìíîæå-
ñòâà Y . Íàïðèìåð, X = Y = [0, 1] è f(x) = {y : x ≤ y ≤ 1}. Ìû ìîæåì
ðàññìàòðèâàòü ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F êàê îáû÷íîå îäíîçíà÷íîå îòîá-
ðàæåíèå ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî 2Y (ìíîæåñòâî ñòåïåíü 2Y ìíîæåñòâà
Y � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Y ).

Ïóñòü X ⊆ Rn è Y ⊆ Rm. Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : X → Y
íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà D, òàêàÿ, ÷òî

‖y‖ ≤ D ∀ x ∈ X, y ∈ F (x).

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : X → Y íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîå
ñâåðõó â òî÷êå x ∈ X, åñëè èç óñëîâèÿ xn → x, yn → y, yn ∈ F (xn) ñëóäóåò,
÷òî y ∈ F (x). Îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíûì ñâåðõó, åñëè îíî
ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó â êàæäîé òî÷êå x ∈ X.

Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : X → Y íàçûâàþò K-îòîáðàæåíèåì,
åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

a) äëÿ âñåõ x ∈ X ìíîæåñòâî F (x) íå ïóñòîå è âûïóêëîå;

á) F � îãðàíè÷åíî è ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó.

Ïðèâåäåì ïðèìåð âàæíîãî K-îòîáðàæåíèÿ.

Òåîðåìà 1.5 Ïóñòü X è Y � âûïóêëûå êîìïàêòû è f(x, y) � íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà X × Y , òàêàÿ, ÷òî ïðè êàæäîì y ∈ Y
ìíîæåñòâî

z(y) def= arg max
x∈X

f(x, y) (1.6)

âûïóêëî. Òîãäà îòîáðàæåíèå z : Y → X, îïðåäåëåííîå ïî ïðàâèëó (1.6),
ÿâëÿåòñÿ K-îòîáðàæåíèåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê X � êîìïàêò, òî ìíîæåñòâî
z(y) íåïóñòîå. Ïîêàæåì, ÷òî z ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó. Ïóñòü yn → y, xn →
x, xn ∈ z(yn). Òîãäà

f(xn, yn) ≥ f(x̄, yn) ∀ x̄ ∈ X, n = 1, 2, . . . .

Åñëè â ýòèõ ñîîòíîøåíèÿõ ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè n→∞, òî â ñèëó íåïðå-
ðûâíîñòè f ïîëó÷àåì

f(x, y) ≥ f(x̄, y) ∀x̄ ∈ X,

ò.å. x ∈ z(y). 2

Ñëåäñòâèå 1.1 Åñëè X,Y � âûïóêëûå êîìïàêòû, à f(x, y) � íåïðåðûâ-
íàÿ êâàçèâîãíóòàÿ ïî x ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà X×Y , òî îòîáðàæåíèå
z ÿâëÿåòñÿ K-îòîáðàæåíèåì. Â ýòîì ñëó÷àå z(y) = {x ∈ X : f(x, y) ≥
F (y)}, ãäå F (y) = maxx∈X f(x, y).

Òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ â
òåîðèè èãð è âûïóêëîì àíàëèçå. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé
òî÷êîé ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ F : X → X, åñëè x ∈ F (x).

Òåîðåìà 1.6 (Êàêóòàíè) 1 Ïóñòü íà (íåïóñòîì) âûïóêëîì êîìïàêòå
X ⊆ Rn çàäàíî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå F : X → X. Åñëè F ÿâëÿåòñÿ
K-îòîáðàæåíèåì, òî îíî èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðåìû íåëèíåéíîãî àíàëèçà
ìîæíî íàéòè êíèãå [4].

1.5 Ñåäëîâûå òî÷êè

Ñåäëîâîé òî÷êîé ôóíêöèè f(x, y), îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå X × Y , íà-
çûâàåòñÿ òî÷êà (x0, y0), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:

f(x, y0) ≤ f(x0, y0) ≤ f(x0, y) ∀ x ∈ X, y ∈ Y (1.7)

Òåîðåìà 1.7 (Î ñåäëîâîé òî÷êå) Ïóñòü X,Y � âûïóêëûå êîìïàêòû.
Òîãäà ôóíêöèÿ f(x, y), îïðåäåëåííàÿ è íåïðåðûâíàÿ íà X × Y , êâàçèâîãíó-
òàÿ ïî x íà X è êâàçèâûïóêëàÿ ïî y íà Y , èìååò íà X × Y ñåäëîâóþ
òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå g : X × Y →
X × Y ñëåäóþùèì îáðàçîì: g(x, y) = u(y)× v(x), ãäå

u(y) = arg max
x∈X

f(x, y),

v(x) = arg min
y∈Y

f(x, y).

1 S. Kakutani. A Generalization of Brouwer's Fixed Point Theorem. Duke Mathematical

Journal 8 (1941) 457�459.
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Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.1 îòîáðàæåíèÿ u è v ÿâëÿþòñÿ K-îòîáðàæåíèÿìè. Ïî-
ýòîìó è g(x, y) � òàêæå K-îòîáðàæåíèå. Ïî òåîðåìå 1.6 (Êàêóòàíè) îòîá-
ðàæåíèå g èìåò íåïîäâèæíóþ òî÷êó (x0, y0) ∈ g(x0, y0). Òîãäà

f(x0, y0) = max
x∈X

f(x, y0) è f(x0, y0) = min
y∈Y

f(x0, y),

èëè
f(x, y0) ≤ f(x0, y0) ≤ f(x0, y), ∀ x ∈ X, y ∈ Y.

2

Ëåììà 1.1 Ïóñòü f(x, y) � äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ
x ∈ X, y ∈ Y è ñóùåñòâóþò

α = max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y),

β = min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y).

Òîãäà α ≤ β.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ x̄ ∈ X è ȳ ∈ Y ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

min
y∈Y

f(x̄, y) ≤ f(x̄, ȳ) ≤ max
x∈X

f(x, ȳ).

Òàê êàê â ëåâîé ÷àñòè òî÷êà x̄ ïðîèçâîëüíàÿ, òî

max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) ≤ max
x∈X

f(x, ȳ).

Òàê êàê â ïðàâîé ÷àñòè òî÷êà ȳ ïðîèçâîëüíàÿ, òî

max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) ≤ min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y).

2

Òåîðåìà 1.8 (Î ñîâïàäåíèè ìàêñèìèíà è ìèíèìàêñà) Ïóñòü äëÿ äåé-
ñòâèòåëüíîé ôóíêöèè f(x, y), x ∈ X, y ∈ Y ñóùåñòâóþò

max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) è min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y).

Òîãäà
max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) = min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y) (1.8)

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f(x, y) èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó. Åñëè
(x0, y0) � ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(x, y), òî

f(x0, y0) = max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) = min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y). (1.9)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ñåäëîâàÿ òî÷êà
(x0, y0) ôóíêöèè f . Òîãäà âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

f(x, y0) ≤ f(x0, y0) ≤ f(x0, y), ∀x ∈ X, y ∈ Y.

Îòñþäà

min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y) ≤ max
x∈X

f(x, y0)

≤ f(x0, y0)
≤ min

y∈Y
f(x0, y)

≤ max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y).

Ïî ëåììå 1.1 íàîáîðîò

max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) ≤ min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y).

Ïîýòîìó
max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) = min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y).

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (1.8). Òîãäà ñóùåñòâóþò
x0 ∈ X, y0 ∈ Y , òàêèå, ÷òî

max
x∈X

min
y∈Y

f(x, y) = min
y∈Y

f(x0, y),

min
y∈Y

max
x∈X

f(x, y) = max
x∈X

f(x, y0).

Ïîêàæåì, ÷òî (x0, y0) � ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè f(x, y). Èç (1.8) ñëåäóåò,
÷òî

min
u∈Y

f(x0, u) = max
v∈X

f(v, y0).

Îòñþäà äëÿ âñåõ x ∈ X è y ∈ Y èìååì

f(x, y0) ≤ max
v∈X

f(v, y0)

= min
u∈Y

f(x0, u)

≤ f(x0, y0)
≤ max

v∈X
f(v, y0)

= min
u∈Y

f(x0, u)

≤ f(x0, y).

Êðîìå òîãî, èç ýòîé öåïî÷êè íåðàâåíñòâ òàêæå ñëåäóåò ðàâåíñòâî (1.9). 2



Ãëàâà 2

Áåñêîàëèöèîííûå èãðû

2.1 Ðàâíîâåñèå Íýøà

Áåñêîàëèöèîííîé èãðîé n èãðîêîâ íàçûâàåòñÿ òðîéêà

γ = (N, {Si}ni=1, {φi}ni=1) ,

ãäå N = {1, . . . , n} åñòü ìíîæåñòâî èãðîêîâ, Si � ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé, à φi
� ôóíêöèÿ âûèãðûøåé i-ãî èãðîêà.

Íàáîð ñòðàòåãèé èãðîêîâ s = (s1, s2, . . . , sn), si ∈ Si, i = 1, . . . , n, íàçû-
âàåòñÿ ïàðòèåé èëè ñèòóàöèåé. Ôóíêöèè âûèãðûøåé èãðîêîâ îïðåäåëåíû
íà ìíîæåñòâå ñèòóàöèé S = S1 × · · · × Sn.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç s‖ŝi ñèòóàöèþ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ñèòóàöèè s çà-
ìåíîé ñòðàòåãèè si èãðîêà i íà ñòðàòåãèþ ŝi. Ñèòóàöèÿ s íàçûâàåòñÿ ñè-
òóàöèåé ðàâíîâåñèÿ Íýøà12 â áåñêîàëèöèîííîé èãðå γ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäóþùåå óñëîâèå:

φi(s‖ŝi) ≤ φi(s) ∀ ŝi ∈ Si, i = 1, . . . , n. (2.1)

Ñîäåðæàòåëüíî, íåðàâåíñòâà (2.1) îçíà÷àþò, ÷òî íè îäíîìó èãðîêó â îò-
äåëüíîñòè íå âûãîäíî ìåíÿòü ñâîþ ñòðàòåãèþ.

Ïðèìåð 2.1 (àçàðòíàÿ èãðà Íýøà) Äâà èãðîêà äåëÿò ñóììó äåíåã d.
Èãðîê 1 õî÷åò ïîëó÷èòü äîëþ x (0 ≤ x ≤ d), à èãðîê 2� äîëþ y (0 ≤ y ≤ d).
Åñëè x+y ≤ d, òî èãðîê 1 ïîëó÷èò x, à èãðîê 2 � y. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
êîãäà x+ y > d, îáà èãðîêà íè÷åãî íå ïîëó÷àò.

Ðåøåíèå. Ó íàñ çäåñü äâà èãðîêà N = {1, 2}. Îáà èãðîêà èìåþò îäíî è òî
æå ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé S1 = S2 = [0, d]. Â ñèòóàöèè (x, y) ∈ [0, d]2 èãðîê 1
ïîëó÷èò

φ1(x, y) =

{
x, åñëè x+ y ≤ d,
0, åñëè x+ y > d,

1 J.F. Nash. Non-cooperative Games. Annals of Mathematics 54 (1951) 286�295.
2 J.F. Nash � Íîáåëåâñêèé ëàóðåàò 1994 ãîäà â îáëàñòè ýêîíîìèêè.

10
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à èãðîê 2 ïîëó÷èò

φ2(x, y) =

{
y, åñëè x+ y ≤ d,
0, åñëè x+ y > d.

Â äàííîé èãðå γ = ({1, 2}, {[0, d], [0, d]}, {φ1, φ2}) èìååòñÿ ìíîãî ñèòóàöèé
ðàâíîâåñèÿ Íýøà.

1. Âñå ñèòóàöèè (x, y), òàêèå, ÷òî x + y = d. Åñëè ëþáîé èç èãðîêîâ çà-
õî÷åò óâåëè÷èòü ñâîþ äîëþ, òî îáà èãðîêà íè÷åãî íå ïîëó÷àò. Åñëè
êàêîé-ëèáî èç èãðîêîâ óìåíüøèò ñâîþ äîëþ, òî åãî âûèãðûø óìåíü-
øèòñÿ.

2. Ñèòóàöèÿ (d, d), êîãäà êàæäûé èç èãðîêîâ õî÷åò ïîëó÷èòü âñþ ñóììó
äåíåã. Â ýòîé ñèòóàöèè âûèãðûøè èãðîêîâ ðàâíû íóëþ. Íî ýòî òîæå
ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïîñêîëüêó, åñëè îäèí èç èãðîêîâ òðåáóåò âñþ
ñóììó äåíåã, òî åãî îïïîíåíò íè÷åãî íå ïîëó÷èò.

2

2.2 Âûïóêëûå èãðû

Áåñêîàëèöèîííàÿ èãðà

γ = (N, {Si}ni=1, {φi}ni=1)

íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé èãðîé, åñëè äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n âûïîëíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ:

a) Si � âûïóêëûé êîìïàêò â Rni ;

b) φi(s) � íåïðåðûâíàÿ íà S = ×ni=1Si ôóíêöèÿ;

c) äëÿ âñåõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòîâ sj ∈ Sj , j = 1, . . . , n,
j 6= i, φi(s1, . . . , si, . . . , sn) � êâàçèâîãíóòàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííîé si.

Òåîðåìà 2.1 (Íýøà) Ëþáàÿ âûïóêëàÿ èãðà γ = (N, {Si}ni=1, {φi}ni=1) èìå-
åò õîòÿ áû îäíó ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ Íýøà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå z : S → S ïî
ïðàâèëó

z(s) = z1(s)× z2(s)× · · · × zn(s),

ãäå îòîáðàæåíèÿ zi : S → Si îïðåäåëÿþòñÿ ïî ïðàâèëó

zi(s) = arg max
ŝi∈Si

φ(s‖ŝi), i = 1, . . . , n.



12 Ãëàâà 2. Áåñêîàëèöèîííûå èãðû

Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ñòðàòåãèÿ s̄i ∈ zi(s) èãðîêà i ÿâëÿåòñÿ åãî îïòèìàëüíûì
îòâåòîì â òîì ñëó÷àå, åñëè áû îí çàðàíåå ïðåäâèäåë, ÷òî îñòàëüíûå èãðîêè
ïðèìåíÿò ñâîè ñòðàòåãèè s1, . . . , si−1, si+1, . . . , sn. Òåïåðü óñëîâèå ðàâíîâå-
ñèÿ (2.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå s∗ ∈ z(s∗), ò.å. ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â èãðå
γ åñòü íåïîäâèæíûå òî÷êè îòîáðàæåíèÿ z. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.1 îòîáðàæå-
íèå z ÿâëÿåòñÿ K-îòîáðàæåíèåì è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Êàêóòàíè 1.6
îíî èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó. 2

Òåîðåìà 2.1 ãàðàíòèðóåò ñóøåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ äëÿ âûïóêëûõ èãð.
Ðàññìîòðèì òåïåðü èòåðàöèîííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ âûïóêëîé èãðû

γ = (N, {Si}i∈N , {φi}i∈N ) .

Èòåðàöèè ïðîöåññà åñòåñòâåííî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïàðòèé, ðàçûãðûâàåìûõ èãðîêàìè. Èãðîêè íà÷èíàþò ñ íåêîòîðîé íà÷àëü-
íîé ñèòóàöèè s0 ∈ S. Íà øàãå k ðàçûãðûâàåòñÿ ïàðòèÿ sk ∈ S êàê ðåçóëü-
òàò îäíîâðåìåííîãî ïðåäúÿâëåíèÿ âñåìè èãðîêàìè ñâîèõ ñòðàòåãèé ski , ò.å.
sk = (sk1 , . . . , s

k
n). Ïîñëå òîãî, êàê ïàðòèÿ ðàçûãðàíà, èãðîêè àíàëèçèðóþò

ñëîæèâøóþñÿ ñèòóàöèþ, òî÷íåå, îíè íàõîäÿò ñâîè îïòèìàëüíûå îòâåòû �
ñòðàòåãèè ŝki , êîòîðûå èì ñëåäîâàëî ïðèìåíÿòü, åñëè áû îíè ïðåäâèäåëè
çàðàíåå ñèòóàöèþ sk, ò.å.

ŝki = arg max
yi∈Si

φi(s‖yi), i = 1, . . . , n. (2.2)

Òàê êàê φi(s‖yi) � âîãíóòàÿ ïî yi íà Si ôóíêöèÿ, òî çàäà÷à (2.2) ðåøà-
åòñÿ ìåòîäàìè âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñ ýòîé íîâîé èíôîðìàöèåé,
èãðîêè êîððåêòèðóþò èñïîëüçóåìûå ðàíåå ñòðàòåãèè, âû÷èñëÿÿ ñâîè íîâûå
ñòðàòåãèè sk+1

i äëÿ (k + 1)-ïàðòèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

sk+1
i = (1− λk)ski + λkŝ

k
i , i = 1, . . . , n.

Ïàðàìåòð λk, êîòîðûé âõîäèò â ýòó ôîðìóëó, ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ìåðó îñòîðîæíîñòè èãðîêîâ, èëè èõ ñòåïåíü äîâåðèÿ íîâîé èíôîðìàöèè
ïîñëå îïûòà, íàêîïëåííîãî â ñûãðàííûõ ïàðòèÿõ.

Íàñ èíòåðåñóåò âîïðîñ: ñõîäèòñÿ ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s0, s1, . . . , sk, . . .
è, åñëè ñõîäèòñÿ, òî ÿâëÿåòñÿ ëè åå ïðåäåë s∗ = limk→∞ sk ñèòóàöèé ðàâíî-
âåñèÿ?

Åñëè ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëèøêîì êîíñåðâàòèâíîé ïîëèòèêè, êîãäà

∞∑
k=0

λk <∞,

òî ïðîöåñ îáÿçàòåëüíî ñîéäåòñÿ, íî îí ìîæåò è íå äîéòè äî ñèòóàöèè ðàâíî-
âåñèÿ s∗. Â ýòîì ñëó÷àå ôàêò ñõîäèìîñòè ìîæíî îáúÿñíèòü óòîìëåíîñòüþ
èãðîêîâ, èõ íåæåëàíèåì èëè íåñïîñîáíîñòüþ äàëåå èñïûòûâàòü ñâîè ñèëû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïðîÿâëÿòü ÷ðåçìåðíóþ ñêëîííîñòü ê ïåðåìåíàì,
êîãäà λk íå ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, òî òàêàÿ ¾ïðûòü¿ ìîæåò ïðèâåñòè ê òîìó,
÷òî óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå òàê è íå áóäåò íàéäåíî.
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Íàéáîëåå ïðîñòîé è åñòåñòâåííîé ïîëèòèêîé ïðè âûáîðå øàãîâ λk ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëèòèêà ðàâíîãî äîâåðèÿ êî âñåì âîçíèêàþùèì â ïðîöåññå èãðû
îïòèìàëüíûõ îòâåòàì:

λk
1− λk

=
1
k
, λk =

1
k + 1

.

2.3 Îëèãîïîëèè

Îäíèì èç îñíîâíûõ ïðèìåíåíèé òåîðèè èãð ê ýêîíîìèêå ÿâëÿåòñÿ ôîðìó-
ëèðîâêà è àíàëèç ìîäåëåé îëèãîïîëèè. Â ýòèõ ìîäåëÿõ îãðàíè÷åííîå ÷èñëî
ôèðì ñîïåðíè÷àþò íà íåêîòîðîì ðûíêå. Ïîñêîëüêó íà ðûíêå ôèðì íåìíî-
ãî, òî îíè ìîãóò ñàìè âëèÿòü íà öåíû, ÷òî íåâîçìîæíî íà ðûíêàõ ñ ñî-
âåðøåííîé êîíêóðåíöèåé. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ èç ìîäåëåé
îëèãîïîëèè.

2.3.1 Îäíîðîäíûå ïðîäóêòû: îëèãîïîëèè Êóðíî

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà îäíîïðîäóêòîâîì ðûíêå ñîïåðíè÷àþò m ôèðì (îëè-
ãîïîëèñòîâ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåõíîëîãèÿ ôèðìû k òàêîâà, ÷òî åå çàòðàòû
íà ïðîèçâîäñòâî yk åäèíèö ïðîäóêòà ðàâíû gk(yk). Êðîìå òîãî, ìàêñèìàëü-
íûé îáúåì ïðîèçâîäñòâà íà ôèðìå k ðàâåí dk > 0.

Ïðåäïîëîæåíèå 2.1 Äëÿ âñåõ k = 1, . . . ,m, ôóíêöèÿ gk äâàæäû íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [0, dk], gk(0) = 0 è g′k(y) > 0 äëÿ âñåõ y ∈ [0, dk].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíà ôóíêöèÿ ïîòðåáëåíèÿ q = f(p); ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ïðè öåíå ïðîäóêòà p > 0, åãî ïîòðåáëÿþò â îáúåìå f(p).

Ïðåäïîëîæåíèå 2.2 Ôóíêöèÿ ïîòðåáëåíèÿ f : R+ → R+ äâàæäû íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è f ′(p) < 0 äëÿ âñåõ p > 0. Ôóíêöèÿ ïðîäàæ âñåõ
ôèðì R(p) = pf(p) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: limp→0+ R(p) = 0,
limp→∞R(p) = 0 (íèêàêîé ôèðìå íåâûãîäíî íàçíà÷àòü íóëåâóþ èëè î÷åíü
áîëüøóþ öåíó).

Ïîñêîëüêó f ñòðîãî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ (f ′(p) < 0), òî äëÿ íåå ñóùå-
ñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ p = f−1(q), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ôóíê-
öèåé ïîòðåáëåíèÿ. Ýòà ôóíêöèÿ òàêæå äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìà è ñòðîãî óáûâàþùàÿ (åå ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíà).

×èñòàÿ ïðèáûëü ôèðìû k ðàâíà πk(p, yk) = pyk − gk(yk) ïðè óñëîâèè,
÷òî âñå ïðîèçâåäåííîå åé óäàåòñÿ ïðîäàòü. Ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèé
2.1 è 2.2 êàæäàÿ èç ôóíêöèé πk äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è
πk(p, 0) = 0 äëÿ âñåõ p, à πk(0, yk) ≤ 0 äëÿ âñåõ yk.

Íàáîð íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé

(p̂, ŷ1, ŷ2, . . . , ŷm)
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íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñèåì, åñëè p̂ > 0 è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå îñâîáîæäåíèÿ
ðûíêà

f(p̂) =
m∑
k=1

ŷk . (2.3)

Òåîðåìà 2.2 Ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèé 2.1, 2.2 è, åñëè ôóíêöèè πk
êâàçè-âîãíóòû ïî yk, ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå â ìîäåëè îëèãîïîëèè ñ îäíî-
ðîäíûìè ïðîäóêòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ìîæåì äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ, ïðåä-
ñòàâèâ ñôîðìóëèðîâàííóþ ìîäåëü îëèãîïîëèè êàê áåñêîàëèöèîííóþ èãðó
γ = ({1, . . . ,m}, {[0, dk]mk=1, {φk}mk=1}), ãäå

φk(y1, y2, . . . , ym) def= πk

(
f−1

(
m∑
k=1

yk

)
, yk

)
= f−1

(
m∑
k=1

yk

)
· yk − gk(yk).

Â ñèëó ñäåëàííûõ â óñëîâèè òåîðåìû ïðåäïîëîæåíèé èãðà γ åñòü âûïóê-
ëàÿ èãðà. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåå ñóùåñòâóåò ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ ŷ =
(ŷ1, ŷ2, . . . , ŷm). Îïðåäåëÿÿ p̂ = f−1 (

∑m
k=1 yk), ìû ïîëó÷èì ðàâíîâåñèå

(p̂, ŷ1, ŷ2, . . . , ŷm)

äëÿ ìîäåëè îëèãîïîëèè. 2

Äóîïîëèÿ Êóðíî ïðè ëèíåéíîé ôóíêöèè ñïðîñà

Òåîðåìà 2.2 ãàðàíòèðóåò ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëè îëèãîïîëèè,
íî îíà íå óêàçûâàåò, êàê åãî íàéòè. Â îáùåì ñëó÷àå ïîèñê ðàâíîâåñèÿ �
ýòî íå ïðîñòàÿ çàäà÷à. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ïðîñòîé ÷àñòíûé
ñëó÷àé äàííîé çàäà÷è.

Íà îäíîïðîäóêòîâîì ðûíêå êîíêóðèðóþò äâå ôèðìû. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ôóíêöèÿ ñïðîñà ëèíåéíàÿ: q = f(p) = a − bp, ãäå a è b � ïîëîæè-
òåëüíûå ÷èñëà. Ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè îáåèõ ôèðì òàêæå ëèíåéíû:
gk(yk) = ckyk, ãäå ck > 0 åñòü ñòîèìîñòü ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû ïðîäóêòà íà
ôèðìå k = 1, 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåíà îïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òîáû óðàâíÿòü
ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå. Òîãäà q = y1 + y2 è îáå ôèðìû ïðîäàþò âñå, ÷òî îíè
ïðîèçâîäÿò. Ñëåäîâàòåëüíî ÷èñòàÿ ïðèáûëü ôèðìû k ðàâíà πk = pyk−ckyk.
Îáðàùàÿ ôóíêöèþ ñïðîñà, ïîëó÷àåì

p =
a

b
− q

b
=
a− y1 − y2

b
.

Èñïîëüçóÿ ýòî âûðàæåíèå, ìû ìîæåì âûðàçèòü ÷èñòóþ ïðèáûëü êàê ôóíê-
öèþ âûïóñêà:

π1(y1, y2) =
a− y1 − y2

b
y1 − c1y1 ,

π2(y1, y2) =
a− y1 − y2

b
y2 − c2y2 .
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Îïòèìàëüíûé âûïóñê ŷk (ïðè êîòîðîì ÷èñòàÿ ïðèáûëü ìàêñèìàëüíà) ôèð-
ìû k äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâó:

∂πk
∂yk

=
a− y1 − y2

b
− yk

b
− ck = 0, k = 1, 2. (2.4)

Çàìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âñå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ
òî÷êàìè ìàêñèìóìà, ïîñêîëüêó

∂2πk
∂y2

k

= −2
b
< 0.

Ðåøàÿ ñèñòåìó (2.4), íàõîäèì ðàâíîâåñèå:

ŷ1 =
a+ c2b− 2c1b

3
, ŷ2 =

a+ c1b− 2c2b
3

, p̂ =
a/b+ c1 + c2

3
.

×òîáû âñå ýòè çíà÷åíèÿ áûëè ïîëîæèòåëüíûìè, ïàðàìåòðû äóîïîëèè äîëæ-
íû óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì

a

b
> 2c1 − c2,

a

b
> 2c2 − c1. (2.5)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
a

b
>
c1 + c2

2
.

Ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäíÿÿ öåíà ïðîäóêòà (c1 + c2)/2 íå ìîæåò
ïðåâîñõîäèòü ìàêñèìàëüíóþ öåíó a/b (ïðè p = a/b âûïóñê q = 0); èíà÷å
ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå íèêîãäà íå óðàâíîâåñÿòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, äóîïîëèÿ
íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü. Ñëåäóåò òàêæå çàìåòèòü, åñëè âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî
îäíî èç íåðàâåíñòâ (2.5), òî òîëüêî îäíà íàèáîëåå ýôôåêòèâíàÿ ôèðìà (òà,
ó êîòîðîé ñòîèìîñòü ïðîèçâîäñòâà åäèíèöû ïðîäóêòà íàèìåíüøàÿ) îñòàíåò-
ñÿ íà ðûíêå â êà÷åñòâå ìîíîïîëèñòà. Êðîìå òîãî, â ëþáîì ñëó÷àå ÷èñòûé
äîõîä áîëåå ýôôåêòèâíîé ôèðìû âñåãäà áîëüøå, ÷åì äîõîä êîíêóðèðóþùåé
ôèðìû.

2.3.2 Ðàçíîðîäíûå ïðîäóêòû: îëèãîïîëèè Áåðòðàíà

Êàê ïðàâèëî, ïîêóïàòåëè ðàññìàòðèâàþò ïðîäóêòû îäèíàêîâîãî íàçíà÷å-
íèÿ ðàçíûõ ôèðì êàê ðàçíûå òîâàðû. Ïîýòîìó ëîãè÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî íà
ðûíîê êàæäàÿ èç ôèðì âûõîäèò ñî ñâîèì òîâàðîì, ïðè÷åì âñå ýòè òîâàðû
âçàèìîçàìåíÿåìû.

Ïóñòü èìååòñÿ m ôèðì è ïóñòü pk åñòü öåíà åäèíèöû òîâàðà ôèðìû k
(k = 1, . . . ,m), à p = (p1, . . . , pm) åñòü âåêòîð (ñèñòåìà) öåí. Ôóíêöèÿ ñïðîñà
fk : Rm+ → R ñèñòåìå öåí p ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ñïðîñ fk(p) íà òîâàð
ôèðìû k. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå fk îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

Ïðåäïîëîæåíèå 2.3 Ôóíêöèÿ fk íåïðåðûâíà, ñòðîãî óáûâàåò ïî pk è

lim
pk→0+

fk(p) = +∞.

Ñóùåñòâóåò p∗k, òàêîå, ÷òî fk(p) = 0 äëÿ âñåõ òàêèõ p, ÷òî pk > p∗k.
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Ñóùåñòâîâàíèå p∗k îáîñíîâûâàåòñÿ òåì, ÷òî ïðè áîëüøîé öåíå òîâàðà k,
ïîòðåáèòåëè ïåðåñòàíóò åãî ïîêóïàòü, ïðåäïî÷èòàÿ áîëåå äåøåâûå àíàëîãè
ôèðì-êîíêóðåíòîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåõíîëîãèÿ ôèðìû k òàêîâà, ÷òî åå çàòðàòû íà ïðî-
èçâîäñòâî yk åäèíèö ïðîäóêòà ðàâíû gk(yk). Êðîìå òîãî, ìàêñèìàëüíûé
îáúåì ïðîèçâîäñòâà íà ôèðìå k ðàâåí dk > 0. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî
ïðåäïîëîæåíèå 2.1 îñòàåòñÿ â ñèëå.

Íàáîð íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé

(p̂1, ŷ1, p̂2, ŷ2, . . . , p̂m, ŷm)

íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñèåì, åñëè îíè îáðàçóþò ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñèñòåìû
óðàâíåíèé:

yk = fk(p1, . . . , pm), k = 1, . . . ,m (2.6)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ çíà÷åíèé yk â ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè πk(p, yk) =
pyk − gk(yk), ïîëó÷èì ôóíêöèþ âûèãðûøåé ôèðìû k:

φk(p) = pk fk(p)− gk(fk(p)).

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó ïîèñêà ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëè
îëèãîïîëèè ñ ðàçíîðîäíûìè ïðîäóêòàìè êàê çàäà÷ó ïîèñêà ñèòóàöèè ðàâ-
íîâåñèÿ Íýøà â áåñêîàëèöèîííîé èãðå

γ =

(
{1, . . . ,m},

m∏
k=1

[0, p∗k], {φk}mk=1

)
.

Òåîðåìà 2.3 Ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèé 2.1, 2.3 è, åñëè ôóíêöèè πk
êâàçè-âîãíóòû ïî pk, ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå â ìîäåëè îëèãîïîëèè ñ ðàç-
íîðîäíûìè ïðîäóêòàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.2. 2

Äóîïîëèÿ Áåðòðàíà ïðè ëèíåéíîé ôóíêöèè ñïðîñà

Ïóñòü èìååòñÿ äâå ôèðìû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè ñïðîñà

f1(p1, p2) = a− p1 + bp2 ,

f2(p1, p2) = a− p2 + bp1

è ôóíêöèè çàòðàò gk(yk) = cyk (k = 1, 2) ëèíåéíûå. Ïðè ôèêñèðîâàííîé
öåíå p2 ôèðìà 1 íàçíà÷àåò öåíó p1, ìàêñèìèçèðóÿ ñâîþ ôóíêöèþ ïîëåçíî-
ñòè

π1(p1, p2) = (a− p1 + bp2) · (p1 − c) → max
0 ≤ p1 ≤ ∞.
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Àíàëîãè÷íî, ôèðìà 2 ïðè ôèêñèðîâàííîé öåíå p1 îïðåäåëÿåò öåíó p2, ðåøàÿ
çàäà÷ó:

π2(p1, p2) = (a− p2 + bp1) · (p2 − c) → max
0 ≤ p2 ≤ ∞.

Ïîýòîìó ðàâíîâåñíûå öåíû p̂1 è p̂2 óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé:

∂π1(p1, p2)
∂p1

= a+ c− 2p1 + bp2 = 0,

∂π2(p1, p2)
∂p2

= a+ c− 2p2 + bp1 = 0.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ìû ïîëó÷èì

p̂1 = p̂2 =
a+ c

2− b
.

2.4 Êîíå÷íûå áåñêîàëèöèîííûå èãðû

Ïóñòü â áåñêîàëèöèîííîé èãðå n ëèö

γ = (N, {Si}i∈N , {φi}i∈N )

êàæäûé èãðîê i èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ñòðàòåãèé ni, ò.å. |Si| = ni (i =
1, . . . , n). Ðåøåíèÿìè áåñêîàëèöèîííîé èãðû ÿâëÿþòñÿ ñèòóàöèè ðàâíîâå-
ñèÿ. Íà æàëü, áîëüøèíñòâî áåñêîàëèöèîííûõ èãð íå èìååò ñèòóàöèé ðàâ-
íîâåñèÿ. ×òîáû èñïðàâèòü ñèòóàöèþ, íàì íóæíî íåêîòîðûì îáðàçîì ðàñ-
øèðèòü ïîíÿòèå ñòðàòåãèè èãðîêà. Â äàëüíåéøåì ñòðàòåãèè èãðîêîâ áóäåì
íàçûâàòü ÷èñòûìè ñòðàòåãèÿìè, ÷òîáû îòëè÷àòü èõ îò ñìåøàííûõ ñòðà-
òåãèé, ê ðàññìîòðåíèþ êîòîðûõ ìû ïðèñòóïàåì.

Ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé pi èãðîêà i (i = 1, . . . , n) â êîíå÷íîé áåñêîàëèöè-
îííîé èãðå íàçûâàåòñÿ ïîëíûé íàáîð âåðîÿòíîñòåé ïðèìåíåíèÿ åãî ÷èñòûõ
ñòðàòåãèé si ∈ Si, ò.å.

pi = (pi1, p
i
2, . . . , p

i
ni

), pij ≥ 0,
ni∑
j=1

pij = 1. (2.7)

Ìíîæåñòâî ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé Si èãðîêà i åñòü ñèìïëåêñ Σni
. Çàìåòèì,

÷òî ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ ej ∈ Si èãðîêà i ñîîòâåòñòâóåò ÷èñòîé ñòðàòåãèè

sij ∈ Si = {si1, . . . , sini
}.

Â áåñêîàëèöèîííîé èãðå êàæäûé èãðîê èñïîëüçóåò ñâîè ÷èñòûå ñòðàòå-
ãèè íåçàâèñèìî îò âñåõ îñòàëüíûõ èãðîêîâ, ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü p(s) ïîÿâ-
ëåíèÿ ñèòóàöèè s = (s1, . . . , sn) ∈ S = S1×S2×· · ·×Sn ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
âåðîÿòíîñòåé èñïîëüçîâàíèÿ èãðîêàìè ñâîèõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé, ò.å.

p(s) = p(s1, . . . , sn) = p1
s1 · p

2
s2 · · · · · p

n
sn
, si ∈ Si, i = 1, . . . , n.
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Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ âûèãðûøåé èãðîêîâ â ñëó÷àå, êîãäà îíè èñïîëü-
çóþò ñâîè ñìåøàííûå ñòðàòåãèè p1, p2, . . . , pn îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

φ̄i(p) = φ̄i(p1, p2, . . . , pn) =
∑
s∈S φi(s)p(s)

=
∑
s1∈S1

· · ·
∑
sn∈Sn

φi(s1, s2, . . . , sn)p1
s1 · · · · · p

n
sn
,

i = 1, . . . , n.
(2.8)

Ñìåøàííûì ðàñøèðåíèåì êîíå÷íîé áåñêîàëèöèîííîé èãðû γ íàçûâàåò-
ñÿ áåñêîàëèöèîííàÿ èãðà

γ∗ = (N, {Si}i∈N , {φ̄i}i∈N ). (2.9)

Cèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ èãðû γ íàçûâàåòñÿ ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ åå ñìå-
øàííîãî ðàñøèðåíèÿ γ∗.

Òàê êàê Si åñòü ñèìïëåêñ, òî Si � âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Ôóíêöèÿ φ̄i
ëèíåéíà ïî pi ïðè ôèêñèðîâàíûõ îñòàëüíûõ àðãóìåíòàõ

p1, . . . , pi−1, pi+1, . . . , pn.

Ïîýòîìó γ∗ � âûïóêëàÿ èãðà, êîòîðàÿ ïî òåîðåìå 2.1 èìååò ñèòóàöèþ ðàâ-
íîâåñèÿ.

Òåîðåìà 2.4 (Íýø) Êàæäàÿ êîíå÷íàÿ áåñêîàëèöèîííàÿ èãðà èìååò ðå-
øåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî êàæäûé èãðîê â ñëó÷àå, êîãäà åìó
èçâåñòíû ñòðàòåãèè âñåõ îñòàëüíûõ èãðîêîâ, ìîæåò èñêàòü îïòèìàëüíûé
îòâåò ñðåäè ñâîèõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé. Èç ýòîòî ôàêòà ñëåäóåò, ÷òî ñìåøàí-
íàÿ ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ, åñëè
íè îäíîìó èãðîêó â îòäåëüíîñòè íå âûãîäíî ïåðåõîäèòü îò ñâîåé ñòðàòåãèè
ê êàêîé-ëèáî ÷èñòîé ñòðàòåãèè.

Òåîðåìà 2.5 ×òîáû ñèòóàöèÿ p0 ∈ S = S1× . . .Sn áûëà ñèòóàöèåé ðàâíî-
âåñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ â êîíå÷íîé áåñêîàëèöèîííîé èãðå γ, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà:

φ̄i(p0‖ej) ≤ φ̄i(p0), ej ∈ Σni
, i = 1, . . . , n. (2.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ p0 åñòü ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ èãðû γ∗,
åñëè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

φ̄i(p0‖pi) ≤ φ̄(p0), pi ∈ Σi , i = 1, . . . , n. (2.11)

Ïîñêîëüêó
pi = pi1e1 + pi2e2 + · · ·+ pini

eni
,

òî, ñëîæèâ íåðàâåíñòâà

pij · (φ̄i(p0‖ej) ≤ φ̄i(p0)), ej ∈ Σni
,

ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

φ̄i(p0‖pi) ≤ φ̄i(p0), pi ∈ Σni
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà (2.11) åñòü ñëåäñòâèå ñèñòåìû 2.10. 2



2.5. Ìàòðè÷íûÿ èãðû 19

2.5 Ìàòðè÷íûÿ èãðû

Ìàòðè÷íàÿ èãðà çàäàåòñÿ ìàòðèöåé A ðàçìåðà m × n âûèãðûøåé ïåðâîãî
èãðîêà. Ñòðàòåãèè ïåðîãî èãðîêà ñîîòâåòñòâóþò ñòðîêàì, à ñòðàòåãèè âòî-
ðîãî èãðîêà � ñòîëáöàì ìàòðèöû A. Ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò ñòðîêó i, à
âòîðîé � ñòîëáåö j. Â ðåçóëüòàòå ïåðâûé èãðîê âûèãðûâàåò ñóììó aij , à
âòîðîé � −aij .

2.5.1 Ðàâíîâåñèå â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ

Ðåøåíèåì ìàòðè÷íîé èãðû â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ íàçûâàåòñÿ ïàðà ÷èñòûõ
ñòðàòåãèé (i0, j0) ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ, êîòîðûå îáðàçóþò ñåäëîâóþ
òî÷êó ìàòðûöû A:

aij0 ≤ ai0j0 ≤ ai0j , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n . (2.12)

Ñòðàòåãèè i0, j0 â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþòñÿ îïòèìàëüíûìè ÷èñòûìè ñòðà-
òåãèÿìè. Èç (2.12) ñëåäóåò, ÷òî íè îäíîìó èç èãðîêîâ â îòäåëüíîñòè íåâû-
ãîäíî îòõîäèòü îò ñâîåé îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè.

Ïî òåîðåìå 1.8 (åñëè X = {1, . . . ,m}, Y = {1, . . . , n}, f(i, j) = aij) ìàò-
ðè÷íàÿ èãðà ñ ìàòðèöåé èãðû A èìååò ðåøåíèå â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà íèæíÿÿ ÷èñòàÿ öåíà èãðû

α(A) def= max
1≤i≤n

min
1≤j≤n

aij

ðàâíà âåðõíåé ÷èñòîé öåíå èãðû

β(A) def= min
1≤j≤n

max
1≤i≤n

aij .

Â òàêîì ñëó÷àå ÷èñëî α(A) = β(A) íàçûâàåòñÿ ÷èñòîé öåíîé èãðû.
×òîáû âû÷èñëèòü α(A) íóæíî â êàæäîé ñòðîêå ìàòðèöû A íàéòè ìè-

íèìàëüíûé ýëåìåíò, à çàòåì ñðåäè ýòèõ ìèíèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ âûáðàòü
ìàêñèìàëüíûé. Àíàëîãè÷íî, ÷òîáû âû÷èñëèòü β(A) íóæíî â êàæäîv ñòîëá-
öå ìàòðèöû A íàéòè ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò, à çàòåì ñðåäè ýòèõ ìàêñèìàëü-
íûõ ýëåìåíòîâ âûáðàòü ìèíèìàëüíûé. Åñëè α(A) = β(A), òî îòìåòüòå òå
ñòðîêè, â êîòîðûõ ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ðàâåí α(A), è ñòîëáöû, â êîòîðûõ
ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò ðàâåí β(A). Ýëåìåíòû, íàõîäÿùèåñÿ íà ïåðåñå÷åíèè
îòìå÷åííûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ, � ýòî âñå ñåäëîâûå òî÷êè ìàòðèöû A.

2.5.2 Ðàâíîâåñèå â ñìåøàíûõ ñòðàòåãèÿõ

Ìû âèäåëè, ÷òî íå êàæäàÿ ìàòðè÷íàÿ èãðà èìååò ðåøåíèÿ â ÷èñòûõ ñòðà-
òåãèÿõ. Ñóøåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ðàñøèðûòü ïîíÿòèå ñòðàòåãèè ñ öå-
ëüþ ïîëó÷èòü èãðó, êîòîðàÿ èìåëà áû ðåøåíèå. Íàèáîëåå èçâåñòíûé èç ýòèõ
ñïîñîáîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èãðà áóäåò ïîâòî-
ðÿòüñÿ ìíîãîêðàòíî. Â ñèëó äîïóùåíèÿ î ðàçóìíîñòè ïðîòèâíèêà, ïðèíÿ-
òîãî â òåîðèè èãð, íóæíî äîïóñòèòü, ÷òî åñëè èãðîê èñïîëüçóåò ñâîè ñòðà-
òåãèè ñ íåêîòîðîé äåòåðìèíèðîâàííîé çàêîíîìåðíîñòüþ, òî åãî ïðîòèâíèê
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ýòó ñòðàòåãèþ ðàçãàäàåò. Îñòàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñâîè ñòðàòåããè ñëó÷àéíûì
îáðàçîì, íî ñ îïðåäåëåííîé çàêîíîìåðíîñòüþ, ïîñêîëüêó èíà÷å èãðà ïðå-
âðàòèòüñÿ â ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.

Ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé èãðîêà â ìàòðè÷íîé èãðå íàçûâàåòñÿ ïîëíûé
íàáîð âåðîÿòíîñòåé ïðèìåíåíèÿ åãî ÷èñòûõ ñòðàòåãèé. Ïåâûé èãðîê èìååò
m ñòðàòåãèé 1, . . . ,m. Åãî ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ p = (p1, . . . , pm) åñòü âåêòîð
èç Rm, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ

m∑
i

pi = 1, pi ≥ 0, i = 1, . . . ,m. (2.13)

Âòîðîé èãðîê èìååò n ñòðàòåãèé 1, . . . , n. Åãî ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ q =
(q1, . . . , qn) ∈ Rn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

n∑
j

qj = 1, qj ≥ 0, j = 1, . . . , n. (2.14)

Ìíîæåñòâî ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé ïåðâîãî èãðîêà åñòü ñèìïëåêñ Σm, à âòî-
ðîãî � ñèìïëåêñ Σn. Îòìåòèì, ÷òî i-àÿ ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà 1 ñîîò-
âåòñòâóåò ñìåøàííîé ñòðàòåãèè ei ∈ Rm, à j-àÿ ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà 2
ñîîòâåòñòâóåò ñìåøàííîé ñòðàòåãèè ej ∈ Rn.

Ñâîþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ p = (p1, . . . , pm) èãðîê 1 ìîæåò ðåàëèçî-
âàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàçäåëèì îòðåçîê [0, 1] íà ÷àñòè äëè-
íû p1, p2, . . . , pm.

p1 p2 pi pm

Çàòåì ãåíåðèðóåòñÿ ñëó÷àéíîå ÷èñëî ξ ∈ [0, 1]. Åñëè ξ ïðèíàäëåæèò i-ìó
îòðåçêó, òî â ýòîé ïàðòèè ïåðâûé èãðîê áóäåò èñïîëüçîâàòü i-þ ñòðàòåãèþ.
Ñàìîå ïðîñòîå ðåøåíèå� ñäåëàòü ðóëåòêó, â êîòîðîé n ñåêòîðîâ, i-é ñåêòîð
ðàçìåðà pi·360o; ðàñêðóòèòü êîëåñî ðóëåòêè è, ïîñëå òîãî, êàê îíî îñòàíîâèò,
íîìåð ñåêòîðà, íà êîòîðûé óêàçûâàåò óêàçàòåëü ðóëåòêè, îïðåëåëÿåò âûáîð
ñòðàòåãèè èãðîêîì.
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Â êà÷åñòâå ôóíêöèè âûèãðûøåé â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ ïåðâîãî èãðîêà
â ìàòðè÷íîé èãðå ñ ìàòðèöåé A ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
åãî âûèãðøà:

EA(p, q) def=
m∑
i=1

n∑
j=1

aijpi qj = pTAq. (2.15)

Ðåøåíèåì ìàòðè÷íîé èãðû â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ íàçûâàåòñÿ ïàðà ñìå-
øàííûõ ñòðàòåãèé (p0, q0), êîòîðàÿ îáðàçóåò ñåäëîâóþ òî÷êó ôóíêöèè EA(p, q),
ò. å.

EA(p, q0) ≤ EA(p0, q0) ≤ EA(p0, q) äëÿ âñåõ p ∈ Σm, q ∈ Σn. (2.16)

Ñòðàòåãèè p0, q0 íàçûâàþòñÿ îïòèìàëüíûìè ñìåøàííûìè ñòðàòåãèÿìè.
Ïîñêîëüêó ìàòðè÷íàÿ èãðà � ýòî êîíå÷íàÿ áåñêîàëèöèîííàÿ èãðà, òî ïî
òåîðåìå 2.4 îíà èìååò ðåøåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Ïî òåîðåìå 1.8
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

max
p∈Σm

min
q∈Σn

EA(p, q) = min
q∈Σn

max
p∈Σm

EA(p, q) def= v(A). (2.17)

×èñëî v(A) íàçûâàåòñÿ öåíîé èãðû. Â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ïåð-
âûé èãðîê ìîæåò âûáðàòü ìàêñèìèííóþ ñòðàòåãèþ

p0 ∈ arg max
p∈Σm

min
q∈Σn

EA(p, q),

à âòîðîé èãðîê � ìèíèìàêñíóþ ñòðàòåãèþ

q0 ∈ arg min
q∈Σn

max
p∈Σm

EA(p, q).

2.5.3 Ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ ìàòðè÷íûõ èãð

Ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì ðåøàþò ìàòðè÷íûå èãðû ðàçìåðà m× 2 è 2× n.

Ïðèìåð 2.2 Ðåøèòü ãðàôè÷åñêè èãðó, çàäàííóþ ìàòðèöåé

A =


2 4
0 2
−1 5

4 2
6 −2

 .
Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âòîðîé èãðîê èñïîëüçóåò ñâîþ ñìåøàííóþ

ñòðàòåãèþ q = (q1, q2) = (q1, 1−q1), à ïåðâûé èãðîê èñïîëüçóåò ñâîþ ÷èñòóþ
ñòðàòåãèþ i. Òîãäà ñðåäíèé ïðîèãðûø âòîðîãî (âûèãðûù ïåðâîãî) èãðîêà
ðàâåí

gi(q1) = q1 ai1 + (1− q1) ai2.

Äàâàéòå íàðèñóåì ãðàôèêè ôóíêöèé y = gi(q1) (ñì. ðèñ. 2.1). Äëÿ ýòîãî
íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (q1, y) óäîáíî ïðîâåñòè äâå âåðòèêàëüíûõ êîîð-
äèíàòíûõ îñè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè q1 = 0 è q1 = 1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
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Ðèñ. 2.1: Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå èãðû ðàçìåðà m× 2

íàðèñîâàòü ãðàôèê ôóíêöèþ gi(q1), íóæíî ñîåäèíèòü òî÷êó (0, ai2) íà ïåð-
âîé îñè c òî÷êîé (1, ai1) íà âòîðîé îñè. Äðóãèìè ñëîâàìè, íà ïåðâîé îñè ìû
îòêëàäûâàåì ÷èñëà èç âòîðîãî ñòîëáöà ìàòðèöû èãðû, à íà âòîðîé îñè �
÷èñëà èç ïåðâîãî ñòîëáöà.

Êîãäà âñå m = 5 ëèíèé íàðèñîâàíû, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíê-
öèè g(q1) ïðîèãðûøåé âòîðîãî èãðîêà êàê âåðõíÿþ îãèáàþøóþ âñåõ m
ïðÿìûõ (íà ðèñ. 2.1 èçîáðàæåíà æèðíîé ëèíèåé). Ìû âèäèì, ÷òî g(q1)
åñòü êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Ñòðåìÿñü ìèíèìèçèðîâàòü ñâîé
ïðîèãðûø, èãðîê 2 äîëæåí íàéòè òî÷êó q0

1 ìèíèìóìà ôóíêöèè g(q1). Òî-
ãäà (q0

1 , 1 − q0
1) åñòü îïòèìàëüíàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà, à

g(q0
1) åñòü öåíà èãðû. ×òîáû òî÷íî âû÷èñëèòü òî÷êó ìèíèìóìà q0

1 , íóæ-
íî âûäåëèòü äâå àêòèâíûõ ñòðàòåãèè èãðîêà 1. Ýòè ñòðàòåãèè îïðåäåëÿ-
þòñÿ ïî ëèíèÿì, ïåðåñåêàþùèìñÿ â òî÷êå q0

1 . Â íàøåì ïðèìåðå àêòèâíû-
ìè ÿâëÿþòñÿ ñòðàòåãèè 1 è 4. Ñëåäîâàòåëüíî, q0

1 åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
g1(q1) = g4(q1):

4q1 + 2(1− q1) = 2q1 + 4(1− q1).

Îòêóäà, q0
1 = 1/2 è q0 = (1/2, 1/2) åñòü îïòèìàëüíàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ

èãðîêà 2. Âû÷èñëèì öåíó èãðû êàê çíà÷åíèå g1 (èëè g2) â òî÷êå q
0
1 : v(A) =

g1(q0
1) = 4(1/2) + 2(1/2) = 3.
Èñïîëüçîâàíèå íåàêòèâíûõ ñòðàòåãèé íå ìîæåò óâåëè÷èòü âûèãðûø ïåð-

âîãî (ïðîèãðûø âòîðîãî) èãðîêà. Åñëè èãðîê 1 îòêàæåòñÿ îò ëþáîé ñâîåé
íåàêòèâíîé ñòðàòåãèè (èëè ñðàçó îò âåõ íåàêòèâíûõ ñòðàòåãèé), òî ôóíêöèÿ
ïðîèãðûøåé âòîðîãî èãðîêà ìîæåò èçìåíèòüñÿ, íî ìèíèìóì íîâîé ôóíê-
öèè áóäåò äîñòèãàòüñÿ â òîé æå ñàìîé òî÷êå q0

1 . Ñëåäîâàòåëüíî, ìà ìîæåì
çàêëþ÷èòü, ÷òî ïåðâûé èãðîê ïðèìåíÿåò ñâîè íåàêòèâíûå ñòðàòåãèè ñ íó-
ëåâîé âåðîÿòíîñòüþ: p0

2 = p0
3 = p0

5 = 0. Òîãäà p0
4 = 1 − p0

1. Ìû íàéäåì p0
1,

ðåøèâ èãðó ñ óñå÷åííîé ìàòðèöåé ðàçìåðà 2 × 2, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç
èñõîäíîé ìàòðèöû A ïîñëå óäàëåíèÿ ñòðîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåàêòèâíûì
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ñòðàòåãèÿì:

A′ =
[

2 4
4 2

]
.

Òåïåðü è èãðîê 1 èìååò òîëüêî äâå ñòðàòåãèè. Ìû ìîæåì íàéòè p0
1 èç óðàâ-

íåíèÿ (îáîñíóéòå ýòî!):

2p0
1 + 4(1− p0

1) = 3 = v(A).

Îòêóäà, p0
1 = 1/2 è p0 = (1/2, 0, 0, 1/2, 0 åñòü îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ èãðî-

êà 1. 2

Â çàêëþ÷åíèå, ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î ðåøåíèè èãð ðàçìåðà 2×n. Âî-
ïåðâûõ, òåïåðü ìû ñíà÷àëà èùåì îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ p0 = (p0

1, 1− p0
1)

ïåðâîãî èãðîêà. Äëÿ ýòîãî ìû ðèñóåì n ëèíèé: íà ïåðâîé îñè îòêëàäûâàåì
÷èñëà èç âòîðîé ñòðîêèë ìàòðèöû èãðû, à íà âòîðîé îñè � ÷èñëà ïåðâîé
ñòðîêè. Çàòåì ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè f(p1) âûèãðûøåé ïåðâîãî èãðîêà
êàê íèæíþþ îãèáàþùóþ ïîñòðîåííîãî ñåìåéñòâà ïðÿìûõ. Íàõîäèì òî÷êó
p0

1 ìàêñèìóìà ôóíêöèè f(p1) è âû÷èñëÿåì öåíó èãðû v(A) = f(p0
1). Àêòèâ-

íûìè ñòðàòåãèÿìè èãðîêà 2 ÿâëÿþòñÿ òå ñòðàòåãèè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
ëèíèÿì, ïåðåñåêàþùèìñÿ â òî÷êå p0

1. Âûáåðåì ëþáûå äâå àêòèâíûå ñòðà-
òåãèè è ïî íèì ïîñòðîèì óñå÷åííóþ ìàòðèöó èãðû, ïî êîòîðîé îïðåäåëèì
îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ èãðîêà 2.

2.5.4 Ñâåäåíèå ìàòðè÷íîé èãðû ê çàäà÷å ËÏ

Åñëè ïåðâûé èãðîê âûáðàë ñòðàòåãèþ p è âòîðîé èãðîê ýòî çíàåò, òî âòîðîé
èãðîê íå ïîçâîëèò ïåðâîìó âûèãðàòü áîëüøå, ÷åì

f(p) def= pmin
q∈Q

Aq.

Ôóíêöèþ f(p) íàçîâåì ôóíêöèåé âûèãðûøåé ïåðâîãî èãðîêà.

-

6

p

v

f(p0)

p0
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Î÷åâèäíî, ÷òî f(p) � âîãíóòàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Ïåðâûé èãðîê
õî÷åò ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîé âûèãðûø, ïîýòîìó îí íàõîäèò ñâîþ ñòðàòåãèþ,
ðåøàÿ çàäà÷ó

max{f(p) : p ∈ P} (2.18)

Çàäà÷à (2.18) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å ËÏ, â êîòîðîé â ïîäãðàôèêå
ôóíêöèè f(p) èùåòñÿ òî÷êà (v, p) ñ ìàêñèìàëüíîé êîîðäèíàòîé v.

v → max
pT (Aq)− v ≥ 0 äëÿ âñåõ q ∈ Q, (2.19)

p ∈ P.

Òàê êàê q ∈ Σn, òî q ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê âûïóêëóþ êîìáèíàöèþ âåðøèí
ñèìïëåêñà: q =

∑n
j=1 qj ej . Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî

pT (Aq)− v ≥ 0

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâ

pTAj − v ≥ 0, j = 1, . . . , n.

Ïîýòîìó çàäà÷à (2.19) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé çàäà÷å ËÏ

v → max
pTAj − v ≥ 0, j = 1, . . . , n,

p ∈ P,

èëè

v → max
m∑
i=1

aij pi − v ≥ 0, j = 1, . . . , n, (2.20)

m∑
i=1

pi = 1

pi ≥ 0, i = 1, . . . ,m.

Ôóíêöèÿ ïðîèãðûøåé âòîðîãî èãðîêà èìååò âèä

g(q) = max
p∈P

(pA)q

è ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-âûïóêëîé. Ïåðâûé èãðîê õî÷åò ìèíèìèçèðîâàòü ñâîé
ïðîéãðûø. Ïîýòîìó îí íàõîäèò ñâîþ ñòðàòåãèþ, ðåøàÿ çàäà÷ó

min{g(q) : q ∈ Q}. (2.21)
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Àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à (2.21), ýêâèâàëåíòíà
ñëåäóþùåé çàäà÷å ËÏ

v → min
n∑
j=1

aij qj − v ≤ 0, i = 1, . . . ,m, (2.22)

n∑
j=1

qj = 1,

qj ≥ 0, j = 1, . . . , n.

Ñëåäóþùàÿ òðèâèàëüíàÿ ëåììà ïîçâîëèò íàì íåìíîãî óïðîñòèòü çàäà÷è
(2.20) è (2.22).

Ëåììà 2.1 Ïóñòü ìàòðèöà Aa ïîëó÷åíà äîáàâëåíèåì ê êàæëîìó ýëåìåí-

òó ìàòðèöû A ÷èñëà a (Aa
def= A+aeeT ). Òîãäà EAa(p, q) = EA(p, q)+a äëÿ

ëþáûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé p è q.

Èç ëåììû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî ìàòðè÷íàÿ èãðà ñ ìàòðèöàìè A è Aa ýêâè-
âàëåíòíû â òîì ñìûñëå, ÷òî îíè èìåþò îäèíàêîâûå îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ
(åñëè òàêèå ñóùåñòâóþò). Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-
ñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

íèæíÿÿ ÷èñòàÿ öåíà èãðû ïîëîæèòåëüíà, ò.å. α(A) > 0.

Â òàêîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ v â çàäà÷àõ (2.20) è (2.22) � òàêæå ïîëîæè-
òåëüíà. Ñäåëàåì ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ:

yi =
pi
v
, i = 1, . . . ,m; xj =

qj
v
, j = 1, . . . , n. (2.23)

Òàê êàê

1
v

=
m∑
i=1

yi =
n∑
j=1

xj , (2.24)

òî çàäà÷è (2.20) è (2.22) ýêâèâàëåíòíû, ñîîòâåòñòâåííî, çàäà÷àì

m∑
i=1

yi → min

m∑
i=1

aijyi ≥ 1, j = 1, . . . , n, (2.25)

yi ≥ 0, i = 1, . . . ,m,
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è

n∑
j=1

xj → max

n∑
j=1

aijxj ≤ 1, i = 1, . . . ,m, (2.26)

xj ≥ 0, j = 1, . . . , n.

Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷è (2.25) è (2.26) äâîéñòâåííû äðóã äðóãó. Ñóììèðóÿ ñêà-
çàííîå âûøå ìû ôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.6 Ðåøåíèå ìàòðè÷íîé èãðû ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ ïàðû äâîé-
ñòâåííûõ çàäà÷ ËÏ.

Ñóììèðóÿ ñêàçàííîå âûøå, ìû ôîðìóëèðóåì

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîé èãðû:

1. Âû÷èñëÿåì íèæíþþ α(A) è âåðõíþþ β(A) ÷èñòóþ öåíó èãðû. Åñëè
α(A) = β(A), òî çàïèñûâàåì âñå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðà-
òåãèÿõ è çàêàí÷èâàåì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (α(A) < β(A)) ïåðåõîäèì
ê ïîèñêó ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

2. Åñëè α(A) ≤ 0, òî ïîëàãàåì a = −α(A) + 1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî-
ëàãàåì a = 0. Ïðèáàâëÿåì a êî âñåì ýëåìåíòàì ìàòðèöû A. Ðåøàåì
ëþáóþ (îäíó) èç çàäà÷ ËÏ (2.25) èëè (2.26) è íàõîäèì èõ îïòèìàëüíûå
ðåøåíèÿ x∗ è y∗.

3. Âû÷èñëÿåì v̄ = 1/
∑n
j=1 x

∗
j = 1/

∑m
i=1 y

∗
i , à çàòåì îïðåäåëÿåì öåíó

èñõîäíîé èãðû v(A) = v̄+a è îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ p0 = v̄y∗

è q0 = v̄x∗.

2.5.5 Ïðèìåðû

Ïðèìåð 2.3 (Èãðà ïîëêîâíèêà Áëàòî) Àðìèÿ, êîòîðàÿ ïîñûëàåò áîëü-
øå ïîëêîâ íà êàêîé òî ïóíêò, çàíèìàåò åãî è óíè÷òîæàåò âñå ñèëû ïðî-
òèâíèêà íà ýòîì ïóíêòå. Èãðîê ïðè ýòîì ïîëó÷àåò åäèíèöó çà çàõâàò
ïóíêòà è ïëþñ ïî îäíîé åäèíèöå çà êàæäûé óíè÷òîæåííûé ïîëê ïðîòèâ-
íèêà. Äîïóñòèì, ÷òî èìååòñÿ äâà îïîðíûõ ïóíêòà, ó Áëàòî åñòü òðè
ïîëêà, à ó åãî ïðîòèâíèêà � äâà ïîëêà.

Ðåøåíèå Ìàòðèöà A âûèãðûøåé ïîëêîâíèêà Áëàòî ñëåäóþùàÿ

(2,0) (1,1) (0,2)
(3,0) 3 1 0 0
(2,1) 1 2 −1 -1
(1,2) −1 2 1 -1
(0,3) 0 1 3 0

3 2 3
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Çäåñü ñòðàòåãèè èãðîêîâ çàíóìåðîâàíû ïî ïàðàìè ÷èñåë (k, l): k ïîëêîâ
ïîñëàòü íà ïóíêò 1 è l � íà ïóíêò 2.

Òàê êàê α(A) = 0, β(A) = 2, òî 0 ≤ v(A) ≤ 2. Ïîýòîìó ê êàæäîìó
ýëåìåíòó ìàòðèöû èãðû äîáàâèì 1 è äëÿ ïîëó÷åííîé ìàòðèöû Ā çàïèøåì
çàäà÷ó ËÏ (2.26):

x1 + x2 + x3→max
4x1 + 2x2 + x3 ≤ 1,
2x1 + 3x2 ≤ 1,

3x2 + 2x3 ≤ 1,
x1 + 2x2 + 4x3 ≤ 1,

x1 , x2 , x3 ≥ 0.

Ðåøèì ýòó çàäà÷ó ñèìïëåêñ-ìåòîäîì, âñå ñèìïëåêñ-òàáëèöû â ïîðÿäêå ñëå-
äîâàíèÿ ïðèâîäÿòñÿ íèæå.

b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 θ

z 0 1 1 1 0 0 0 0
x4 1 4 2 1 1 0 0 0 1

4

x5 1 2 3 0 0 1 0 0 1
2

x6 1 0 3 2 0 0 1 0 �
x7 1 1 2 4 0 0 0 1 1

b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 θ

z − 1
4 0 1

2
3
4 − 1

4 0 0 0
x1

1
4 1 1

2
1
4

1
4 0 0 0 1

x5
1
2 0 2 − 1

2 − 1
2 1 0 0 �

x6 1 0 3 2 0 0 1 0 1
2

x7
3
4 0 3

2
15
4 − 1

4 0 0 1 1
5

b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 θ

z − 2
5 0 1

5 0 − 1
5 0 0 − 1

5

x1
1
5 1 2

5 0 4
15 0 0 − 1

15
1
2

x5
3
5 0 11

5 0 − 8
15 1 0 2

15
3
11

x6
3
5 0 11

5 0 2
15 0 1 − 8

15
3
11

x3
1
5 0 2

5 1 − 1
15 0 0 4

15
1
2

b x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 θ

z − 5
11 0 0 0 − 5

33 − 1
11 0 − 7

33

x1
1
11 1 0 0 4

11 − 2
11 0 − 1

11

x2
3
11 0 1 0 − 8

33
5
11 0 2

33

x6 0 0 0 0 2
3 −1 1 − 2

3

x3
1
11 0 0 1 1

33 − 10
33 0 8

33
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Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è åñòü âåêòîð x0 = (1/11, 3/11, 1/11), à
ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è � âåêòîð y0 = (5/33, 1/11, 0, 7/33). Íàéäåì
öåíó èãðû èç óñëîâèÿ (2.24):

v = v(Ā) =
1

x0
1 + x0

2 + x0
3

=
1

1/11 + 3/11 + 1/11
=

11
5
.

Ïîýòîìó öåíà èñõîäíîé èãðû ðàâíà v(A) = v(Ā)−1 = 6/5. Òåïåðü âû÷èñëèì
îïòèìàëüíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ:

p0 = v · y0 =
11
5
·
(

5
33
,

1
11
, 0,

7
33

)
=
(

1
3
,

1
5
, 0,

7
15

)
(ïîëêîâíèêà Áëàòî),

q0 = v · x0 =
11
5
·
(

1
11
,

3
11
,

1
11

)
=
(

1
5
,

3
5
,

1
5

)
(ïðîòèâíèêà).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî, åñëè âûáèðàòü â 5 ñëó÷àÿõ èç 15 ñòðàòåãèþ (3,0), â 3 èç
15 � ñòðàòåãèþ (2,1) è â 7 èç 15 � ñòðàòåãèþ (0,3), òî ïîëêîâíèê ãàðàí-
òèðóåò ñåáå ñðåäíèé âûèãðûø 6/5. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî p0 íå åäèíñòâåííàÿ
îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïîëêîâíèêà Áëàòî. Â ñèëó ñèììåòðèè, ñòðàòåãèÿ
p∗ = (7/15, 0, 1/5, 1/3) � òàêæå îïòèìàëüíà äëÿ Áëàòî. 2

Ïðèìåð 2.4 (Ïëàíèðîâàíèå ïîñåâà) Ôåðìåðó íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü,
â êàêèõ ïðîïîðöèÿõ çàñåâàòü ñâîå ïîëå ðàçëè÷íûìè ñîðòàìè êàðòîôåëÿ,
åñëè óðîæàéíîñòü ýòèõ ñîðòîâ, à, çíà÷èò, è ïðèáûëü, çàâèñÿò îò òîãî,
êàêèì áóäåò ëåòî: ñóõèì, äîæäëèâûì èëè íîðìàëüíûì. Ôåðìåð ïîäñ÷è-
òàë ïðèáûëü ñ 1 ãà îò ðàçíûõ ñîðòîâ â çàâèñèìîñòè îò ïîãîäû:

ñóõîå íîðìàëüíîå äîæäëèâîå
ñîðò 1 2 5 15 2
ñîðò 2 8 12 5 5
ñîðò 3 0 8 10 0

8 12 15

Ðåøåíèå. Çäåñü ó ôåðìåðà íåò ðåàëüíîãî ïðîòèâíèêà. Íî, åñëè ôåðìåð
ïëàíèðóåò ñâîþ äåÿòåëüíîñòü â ðàñ÷åòå íà íàèõóäøèå ïîãîäíûå óñëîâèÿ, òî
ìîæíî ñ÷èòàòü Ïðèðîäó àêòèâíûì ñóáúåêòîì, êîòîðûé ïûòàåòñÿ ñîçäàòü
íàèõóäøóþ (ñ òî÷êè çðåíèÿ ôåðìåðà) ïîãîäó. Â òàêîì ñëó÷àå, ìû ìîæåì
ñìîäåëèðîâàòü çàäà÷ó ôåðìåðà êàê ìàòðè÷íóþ èãðó, â êîòîðîé ôåðìåð ÿâ-
ëÿåòñÿ èãðîêîì 1, à Ïðèðîäà� èãðîêîì 2. Ìàòðèöà A âûèãðûøåé â äàííîé
èãðå � ýòî òàáëèöà äîõîäîâ ôåðìåðà.

Ïîñêîëüêó íèæíÿÿ ÷èñòàÿ öåíà äàííîé èãðû α(A) = 5 ìåíüøå âåðõíåé
÷èñòîé öåíû β(A) = 8, òî èãðà íå èìååò ðåøåíèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ.
Ðåøèì èãðó â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõþ Ó èãðîêà 2 ñòðàòåãèÿ 1 äîìèíèðóåò
ñòðàòåãèþ 2, ïîñëå óäàëåíèÿ êîòîðîé ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ óñå÷åííóþ èãðó:
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ñóõîå äîæäëèâîå
ñîðò 1 2 15
ñîðò 2 8 5
ñîðò 3 0 10

Òåïåðü ó èãðîêà 1 ñòðàòåãèÿ 1 äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþ 3, ïîñëå óäàëåíèÿ
êîòîðîé ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ èãðó ðàçìåðà 2× 2:

ñóõîå äîæäëèâîå
ñîðò 1 2 15
ñîðò 2 8 5

Çíà÷èò, îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà 1 (ôåðìåðà) èìååò âèä p0 = (p0
1, 1−

p0
1, 0). Íàéäåì p0

1 èç óðàâíåíèÿ:

2p1 + 8(1− p1) = 15p1 + 5(1− p1).

Îòêóäà p0
1 = 3/16 è, ñëåäîâàòåëüíî, p0 = (3/16, 13/16, 0).

Ýòîò ïðèìåð íàì èíòåðåñåí òåì, ÷òî çäåñü ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ èìå-
åò èíóþ, âïîëíå åñòåñòâåííóþ, èíòåðïðåòàöèþ. Îíà ðåêîìåíäóåò ôåðìåðó
çàñåÿòü 3/16 åãî ïîëÿ êàðòîôåëåì ñîðòà 1, à îñòàëüíóþ ÷àñòü (13/16)� êàð-
òîôåëåì ñîðòà 2. Ïðè ýòîì, äîõîä ôåðìåðà íå áóäåò ìåíüøèì öåíû äàííîé
èãðû

v(A) = 2p+ 8(1− p) =
2 · 3 + 8 · 13

16
=

55
8

= 7
1
8
.

2

Ïðèìåð 2.5 (Ðàñïðåäåëåíèå ïîèñêîâûõ óñèëèé) Â îäíîì èç n-õ ëåñ-
íûõ ìàññèâîâ ïîòåðÿëñÿ ÷åëîâåê. Äëÿ ïîèñêà ýòîãî ÷åëîâåêà èìååòñÿ k
âåðòîëåòîâ. Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ ÷åëîâåêà â j-ì ëåñíîì ìàññèâå
îäíèì âåðòîëåòîì ðàâíà ωj. Ïîýòîìó r âåðòîëåòîâ îáíàðóæàò ÷åëîâåêà
â j-ì ðàéîíå (ïðè óñëîâèè, ÷òî îí òàì íàõîäèòñÿ) ñ âåðîÿòíîñòüþ

uj(r) = 1− (1− ωj)r.

Êàêèì îáðàçîì íóæíî ðàñïðåäåëèòü âåðòîëåòû ïî ëåñíûì ìàññèâàì, ÷òî-
áû âåðîÿòíîñòü îáíàðóäåíèÿ ÷åëîâåêà áûëà ìàêñèìàëüíîé.

Ïóñòü n = k = 2, ω1 = 0.6, ω2 = 0.4.

Ðåøåíèå. Çäåñü ó íàñ ñíîâà íåò êîíôëèêòíîé ñèòóàöèè. Íî ìû ìîæåì
ïëàíèðîâàòü ïîèñêîâóþ îïåðàöèþ, ðàñ÷èòûâàÿ íà õóäøåå, êîãäà ¾çëîé ðîê¿
íàïðàâèë ïîòåðÿâøåãîñÿ ÷åëîâåêà â òî ìåñòî, ãäå îáíàðóæèòü åãî òðóäíåå
âñåãî. Â òàêîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó ïëàíèðîâàíèÿ ïî-
èñêîâûõ óñèëèé êàê ìàòðè÷íóþ èãðó, â êîòîðîé èãðîê 1 � ýòî ëèöî (èëè
ãðóïïà ëèö), ïëàíèðóþùåå îïåðàöèþ, à èãðîê 2 � ýòî ¾çëîé ðîê¿. Èãðîê 2
èìååò n ñòðàòåãèé, ãäå ñòðàòåãèÿ j = 1, . . . , n îçíà÷àåò, ÷òî ÷åëîâåê ïîòå-
ðÿëñÿ â ðàéîíå j. Ñòðàòåãèè èãðîêà 1 ïðåäñòàâèì âåêòîðîì (s1, . . . , sn), ãäå∑n
j=1 sj = k è sj åñòü êîëè÷åñòâî âåðòîëåòîâ, ïîñëàííûõ â ðàéîí j.
Äëÿ çàäàííûõ ïàðàìåòðîâ n = k = 2, ω1 = 0.6, ω2 = 0.4 ñîñòàâèì

ìàòðèöó èãðû A:
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Ðèñ. 2.2: Ðåøåíèå èãðû ¿ ðàñïðåäåëåíèå ïîèñêîâûõ óñèëèé¿

ðàéîí 1 ðàéîí 2
(2,0) 0.84 0 0
(1,1) 0.6 0.4 0.4
(0,2) 0 0.64 0

0.84 0.64

Ïîñêîëüêó α(A) = 0.4 < 0.64 = β(A), òî äàííàÿ èãðà íå èìååò ðåøåíèÿ â
÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Ðåøåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ áóäåì èñêàòü ãðàôè-
÷åñêèì ìåòîäîì (ñì. ðèñ. 2.2). Ïîñêîëüêó àêòèâíûìè ñòðàòåãèÿìè èãðîêà 1
ÿâëÿþòñÿ ñòðàòåãèè (1, 1) è (0, 2), òî åãî îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ èìååò âèä
p0 = (0, p0

2, 1− p0
2). Íàéäåì p0

2 íàéäåì èç óðàâíåíèÿ

0.6p2 + 0(1− p2) = 0.4p2 + 0.64(1− p2).

Îòêóäà p0
2 = 16/21, p0 = (0, 16/21, 5/21) è v(A) = 0.6 · (16/21) = 16/35.

Ñòðàòåãèþ p0 ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: êàæäûé äåíü
16/21 âðåìåíè ïîèñêà â êàæäîì èç ðàéîíîâ íàõîäèòñÿ ïî îäíîìó âåðòîëåòó,
à â îñòàëüíîå âðåìÿ äâà âåðòîëåòà äîëæíû íàõîäèòñÿ âî âòîðîì ðàéîíå. 2

2.5.6 Óïðàæíåíèÿ

1. Ëèñà ìîæåò ñïðÿòàòüñÿ â îäíîé èç ïÿòè ëèñüèõ íîð. Îõîòíèê èìååò âñåãî
îäèí ïàòðîí è ìîæåò çàíÿòü îäíó èç ÷åòûðåõ ïîçèöèé A,B,C,D.

1 A 2 B 3 C 4 D 5

Îõîòíèê äîæäåòñÿ, êîãäà ëèñà âûëåçåò èç íîðû, è óáúåò åå, åñëè òà íàõîäèò-
ñÿ â ñìåæíîé îò ïîçèöèè îõîòíèêà íîðå. Íàïðèìåð, åñëè îõîòíèê íàõîäèòñÿ
â ïîçèöèè B, òî îí óáúåò ëèñó, åñëè òîëüêî òà íàõäèòñÿ â íîðàõ 2 èëè 3.
Âûèãðûø îõîòíèêà ðàâåí 1, åñëè îí óáúåò ëèñó, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Âûèãðûõ ëèñû ðàâåí 0, åñëè îíà ñïàñåòñÿ, è -1, åñëè îíà ïîãèáíåò. Íàéäèòå
îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè îõîòíèêà è ëèñû.

2. Øåðëîê Õîëìñ ñàäèòñÿ â ïîåçä Ëîíäîí�Äàóåð, ÷òîáû óåõàòü íà êîíòè-
íåòí è èçáåæàòü âñòðå÷è ñ ïðîôåññîðîì Ìîðèàðòè. Ìîðèàðòè ìîæåò çàòåì
ñåñòü â ýêñïðåññ, ÷òîáû äîãíàòü Õîëìñà. Íî ó Õîëìñà åñòü âîçìîæíîñòü
èçáåæàòü âñòðå÷è ñ Ìîðèàðòè â Äàóåðå, ñîéäÿ íà ïðîìåæóòî÷íîé ñòàíöèè
Êàíòåðáåðè. Åñòåñòâåííî è Ìîðèàðòè çíàåò î òàêîé âîçìîæíîñòè. Ôîí Íåé-
ìàí è Ìîðãåíøòåðí îöåíèëè âûèãûøè Ìîðèàðòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Êàíòåðáåðè Äàóåð
Êàíòåðáåðè 100 −50

Äàóåð 0 100

Íóæíî íàéòè îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè Õîëìñà è Ìîðèàðòè.

3. Äâå êîíêóðèðóþùèå ôèðìû ðåøèëè îòêðûòü ïî îäíîìó ìàãàçèíó â äå-
ðåâíÿõ A, B è C. Ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äåðåâíÿìè è êîëè÷åñâî æèòåëåé â íèõ
ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå.

mA200 êëèåòîâ

10 êì.

mB200 êëèåòîâ

10 êì.

mC120 êëèåòîâ

Êàæäûé êëèåíò áóäåò äåëàòü ïîêóïêè â áëèæàéøåì ìàãàçèíå. Ïðè îäèêî-
âîì ðàññòîÿíèè äî ìàãàçèíîâ, êëèåíò áóäåò èõ ïîñåùàòü ñ ðàâíîé ÷àñòîòîé.
Êàæäàÿ èç ôèðì ñòðåìèòüñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ÷èñëî ñâîèõ êëèåíòîâ. Ãäå
ôèðìû äîëæíû ñòðîèòü ìàãàçèíû?

4.

2.6 Áèìàòðè÷íûå èãðû

Êîíå÷íàÿ áåñêîàëèöèîííàÿ èãðà äâóõ èãðîêîâ íàçûâàåòñÿ áèìàòðè÷íîé èã-
ðîé.

Ïóñòü ïåðâûé èãðîê èìååò m ñòðàòåãèé, à âòîðîé � n ñòðàòåãèé. Âûé-
ãðûè ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ çàäàþòñÿ ìàòðèöàìè

A = [aij ]m×n , B = [bij ]m×n .

Åñëè ïåðâûé èãðîê ïðèìåíÿåò ñòðàòåãèþ i, à âòîðîé � ñòðàòåãèþ j, òî
ïåðâûé èãðîê âûèãðûâàåò aij , à âòîðîé � bij .

Ïàðà ñòðàòåãèé (i0, j0) ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðà-
òåãèÿõ â áèìàòðè÷íîé èãðå, åñëè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

ai0,j0 ≥ ai,j0 , i = 1, . . . ,m,
bi0,j0 ≥ ai0,j , j = 1, . . . , n.
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Âñå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ ìîæíî íàéòè ñïîñîáîì, êîòî-
ðûé àíàëîãè÷åí ñïîñîáó, êîòîðûì ìû îïðåäåëÿëè ñåäëîâûå òî÷êè ìàòðèöû.
Â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû A ïîìåòüòå çâåçäî÷êîé ìàêñèìàëüíûå ýëåìåí-
òû. Çàòåì ïîìåòüòå çâåçäî÷êîé ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû â êàæäîé ñòðîêå
ìàòðèöû B. È íàêîíåö, çàïèøèòå âñå ïàðû ñòðàòåãèé (i, j), òàêèå, ÷òî îáà
ýëåìåíòà aij è bij îòìå÷åíû çâåçäî÷êîé.

Ïðèìåð 2.6 (Äèëåììà áàíäèòà) Äâà áàíäèòà â îòäåëüíûõ êàìåðàõ îæè-
äàþò ñóäà ïî ïîäîçðåíèþ â òÿæêîì ïðåñòóïëåíèè. Ïðîêóðîð, èìååò äîêà-
çàòåëüñòâà â ñîâåðøåíèè ïîäîçðåâàåìûìè íåçíà÷èòåëüíîãî ïðîñòóïêà (1
ãîä òþðìû), ïðåäëàãàåò êàæäîìó èç áàíäèòîâ ïðèçíàòüñÿ â ñîâåðøåíèè
òÿæêîãî ïðåñòóïëåíèÿ. Çà ïðèçíàíèå îáåùåíî îñâîáîäèòü èç òþðüìû, íî
íàïàðíèê áóäåò îñóæäåí ê 20 ãîäàì òþðìû. Åñëè ïðèçíàþòñÿ îáà áàíäè-
òà, òî ïîëó÷àò ïî 5 ëåò òþðüìû.

Ðåøåíèå. Â äàííîé èãðå äâà èãðîêà: èãðîê � ýòî áàíäèò 1, èãðîêà �
áàíäèò 2. Èõ âûèãðûøè ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

Ïðèçí. Íå ïðèçí.
Ïðèçí. −5∗,−5∗ 0∗,−20

Íå ïðèçí. −20, 0∗ −1,−1

Ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â ýòîé èãðå åäèíñòâåííàÿ� îáîèì ïðèçíàòüñÿ è ïîëó-
÷èòü ïî ïÿòü ëåò òþðüìû. Îòìåòèì, ÷òî òàêîé èñõîä íå ñàìûé ëó÷øèé äëÿ
èãðîêîâ: åñëè îáà áàíäèòà íå ïðèçíàþòñÿ, òî îáà ïîëó÷àò âñåãî ïî îäíîìó
ãîäó çàêëþ÷åíèÿ. Íî òàêîé èñõîä íå ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ, ïî-
ñêîëüêó ó êàæäîãî èç áàíäèòîâ îñòàåòñÿ èñêóøåíèå ïðèçíàâøèñü èçáåæàòü
òþðüìû. 2

Ñõîäíàÿ ñèòóàöèÿ ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåé òàáëèöå.

Ôèðìà 2
Ñîõðàíåíèå öåí Ïîíèæåíèå öåí

Ñîõðàíåíèå
öåí 3,3 1,4

Ïîíèæåíèå

Ô
è
ð
ì
à
1

öåí 4,1 2,2

Äâå ôèðìû, êîíêóðèðóþùèå íà îäíîì ðûíêå, ïðîäàþò ñâîè òîâàðû ïî îäè-
íàêîâîé öåíå. Êàæäàÿ ôèðìà íàìåðåâàåòñÿ ñíèçèòü öåíû ñ öåëüþ çàõâàòà
áîëüøåé äîëè ðûíêà è óâåëè÷åíèÿ ñâîåé ïðèáûëè. Ìû âèäèì, ÷òî äàííàÿ
ñèòóàöèÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íà äèëåììå áàíäèòà.

Ïðèìåð 2.7 (ßñòðåáû è ãîëóáè) Åñëè îáà Øàðîí è Àðàôàò áóäóò ÿñò-
ðåáàìè (ïðèäåðæèâàòüñÿ âîèíñòâåííîé ïîçèöèè), òî îíè íè÷åãî íå äî-
áüþòñÿ. Åñëè îíè áóäóò ãîëóáÿìè (ïðèäåðæèâàòüñÿ ìèðîëþáèâîé ïîçè-
öèè) èõ âûèãðûø îöåíèâàåòñÿ â 2 åäèíèöû. ßñòðåá ïðîòèâ ãîëóáÿ âûèã-
ðûâàåò 3 åäèíèöû.
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Ðåøåíèå. Ïóñòü Øàðîí� ýòî èãðîê 1, à Àðàôàò� èãðîê 2. Âûèãðûøè
èãðîêîâ ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

ßñòðåá Ãîëóáü
ßñòðåá 0, 0 3∗, 1∗

Ãîëóáü 1∗, 3∗ 2, 2

Çäåñü äâå íåñðàâíèìûå ïî Ïàðåòòî ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðûõ îäèí
èç èãðîêîâ ßñòðåá, à äðóãîé Ãîëóáü. 2

Ïðèìåð 2.8 (Êîíôëèêò ïîëîâ) Ìóæ è æåíà ñîáèðàþòñÿ âìåñòå ïðî-
âåñòè âûõîäíîé, ìóæ õîòåë áû ïîéòè íà ôóòáîë, à æåíà � íà áàëåò.
Êðîìå òîãî, îíè ïðåäïî÷èòàþò ïðîâåñòè ñâîáîäíîå âðåìÿ âìåñòå.

Ðåøåíèå. Âûèãðûøè èãðîêîâ (ìóæ� èãðîê 1, à æåíà� èãðîê 2) ïðåä-
ñòàâëåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

Ôóòáîë Áàëåò
Ôóòáîë 2∗, 1∗ 0, 0
Áàëåò 0, 0 1∗, 2∗

Â äàííîé èãðå èìååòñÿ äâå ÷èñòûõ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ, êîãäà ìóæ è æå-
íà èäóò âìåñòå ëèáî íà ôóòáîë, ëèáî íà áàëåò. Çàìåòèì, òî ýòè ñèòóàöèè
íåðàâíîöåííû äëÿ èãðîêîâ. Ïîçæå ìû ïîêàæåì, ÷òî â äàííîé èãðå èìååòñÿ
åùå îäíà ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ, íî óæå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. 2

Ïðèìåð 2.9 (Êîîðäèíàöèÿ ïî Ïàðåòòî) Åñëè âñå ïåâöû â õîðå ïîþò
â îäíîì êëþ÷å A, òî õîð ïîåò ïðåêðàñíî. Åñëè âñå ïîþò â êëþ÷å B, òî
õîð ïîåò óäîâëåòâîðèòåëüíî (â äâà ðàçà õóæå). Íî åñëè òåíîðû è ñîïðàíî
ïîþò â ðàçíûõ êëþ÷àõ, òî õîð íå ïîåò ñîâñåì.

Ðåøåíèå. Âûèãðûøè èãðîêîâ (òåíîðû� èãðîê 1, à ñîïðàíî� èãðîê 2)
ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

A B
A 2∗, 2∗ 0, 0
B 0, 0 1∗, 1∗

Â äàííîé èãðå èìååòñÿ äâå ÷èñòûõ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ, êîãäà òåíîðû è ñî-
ôðàíî ïîþò â îäíîì êëþ÷å. Ïðè÷åì çäåñü ñèòóàöèÿ (A,A) ïðåäïî÷òèòåëüíåå
äëÿ îáîèõ ãðóïï ïåâöîâ è ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî Ïàðåòî3. 2

3 Â ýêîíîìèêå îïòèìàëüíûì ïî Ïàðåòî íàçûâàåòñÿ òàêîå ðàñïðåäåëåíèå äîõîäîâ èí-
äèâèäóóìîâ, êîãäà íå ñóùåñòâóåò äðóãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðîå óâåëè÷èâàåò äîõîä õîòÿ
áû îäíîãî èíäèâèäóóìà, íå óìåíüøàÿ äîõîäû îñòàëüíûõ èíäèâèäóóìîâ.
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Ïðèìåð 2.10 (Êîîðäèíàöèÿ) Åñëè Áîá è Ñüþ òðåíèðóþòñÿ ïî îäíîìó
(èç äâóõ) ïëàíó, òî îíè âûèãðàþò òåííèñíûé òóðíèð ñìåøàííûõ ïàð. Íî
åñëè îíè ïðèäåðæèâàþòñÿ ðàçíûõ òðåíèðîâî÷íûõ ïëàíîâ, òî îíè ïðîèã-
ðàþò òóðíèð.

Ðåøåíèå. Âûèãðûøè èãðîêîâ (Áîá � èãðîê 1, Ñüþ � èãðîê 2) ïðåä-
ñòàâëåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

Ïëàí 1 Ïëàí 2
Ïëàí 1 1∗, 1∗ 0, 0
Ïëàí 2 0, 0 1∗, 1∗

Â äàííîé èãðå èìååòñÿ äâå ðàâíîöåííûå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ, êîãäà Áîá è
Ñüþ ïðèäåðæèâàþòñÿ îäíîãî òðåíèðîâî÷íîãî ïëàíà. 2

Ïðèìåð 2.11 Ïîðîñÿòà Äèðê è Ñèäíè æèâóò â îäíîì çàãîíå. Äèðê äåñ-
ïîò, à Ñèäíè ñìèðíàÿ. Íà îäíîé ñòåíå çàãîíà ïðèêðåïëåíà êíîïêà. Êîãäà
åå íàæàòü, òî ÷åðåç îòâåðñòèå â ïðîòèâîïîëîæíîé ñòåíå âïðûñêèâàåò-
ñÿ ïèùà. Åñëè êíîïêó íàæèìàåò Ñèäíè, òî Äèðê ïîæèðàåò âñþ åäó è
Ñèäíè íè÷åãî íå îñòàåòñÿ. Åñëè æå êíîïêó íàæèìàåò Äèðê, òî Ñèäíè
óñïåâàåò ïîåñòü, ïîêà Äèðê áåæèò ê îòâåðñòèþ. Åñëè íè îäèí èç íèõ íå
íàæèìàåò êíîïêó, òî îáà îñòàþòñÿ ãîëîäíûìè. Âûèãðûøè èãðîêîâ (Äèðê
� èãðîê 1, à Ñèäíè � èãðîê 2) ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå:

Íàæèìàòü Íå íàæèìàòü
Íàæèìàòü 4, 2 2∗, 3∗

Íå íàæèìàòü 6∗,−1 0∗, 0∗

Ðåøåíèå. Â äàííîé èãðå èìååòñÿ îäíà ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ
ñòðàòåãèÿõ, êîãäà Äèðê íàæèìàåò êíîïêó, à Ñèäíè íå íàæèìàåò. 2

2.6.1 Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Îáû÷íî ñìåøàííûå ñòðàòåãèè ïðèìåíÿþò â äâóõ ñëó÷àÿõ:

1) íå ñóùåñòâóåò ðàâíîñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ;

2) cìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ ìîæåò äîìèíèðîâàòü ÷èñòûå ñòðàòåãèè.

Ïóñòü p = (p1, . . . , pm) � ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà, q =
(q1, . . . , qn) � ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà. Òîãäà ñðåäíèé âûèã-
ðûø ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

rclφ1(A, p, q) =
m∑
i=1

n∑
j=1

aij pi qj = pTAq,

φ2(B, p, q) =
m∑
i=1

n∑
j=1

bij pi qj = pTBq.

(2.27)
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Â ñèëó òåîðåìû 2.5 ïàðà cìåøàííûõ ñòðàòåãèé (p, q) ñîñòàâëÿåò ñèòóàöèþ
ðàâíîâåñèÿ â áèìàòðè÷íîé èãðå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ
íåðàâåíñòâà

n∑
j=1

aijqj ≤
m∑
i=1

n∑
j=1

aij pi qj , i = 1, . . . ,m,

m∑
i=1

bijpi ≤
m∑
i=1

n∑
j=1

bij pi qj , j = 1, . . . , n.

(2.28)

Çíà÷èò äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó
íåðàâåíñòâ (2.28) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ p è q ïðè óñëîâèÿõ

m∑
i=1

pi = 1, pi ≥ 0, i = 1, . . . ,m,

n∑
j=1

qj = 1, qj ≥ 0, j = 1, . . . , n.

(2.29)

Òåîðåìà 2.7 (Óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè) Ðåøåíèÿ (p, q) ñè-
ñòåìû íåðàâåíñòâ (2.28) è (2.29) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

pi

 m∑
i=1

n∑
j=1

aij pi qj −
n∑
j=1

aijqj

 = 0, i = 1, . . . ,m, (2.30)

qj

 m∑
i=1

n∑
j=1

bij pi qj −
m∑
i=1

bijpi

 = 0, j = 1, . . . , n. (2.31)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëîæèì m ïðàâûõ ÷àñòåé (êàæäàÿ èç êîòîðûõ íåîò-
ðèöàòåëüíà) óñëîâèÿ (2.30): m∑

i=1

n∑
j=1

aij pi qj

 m∑
i=1

pi −
m∑
i=1

n∑
j=1

aijpiqj =

m∑
i=1

n∑
j=1

aij pi qj −
m∑
i=1

n∑
j=1

aijpi qj = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ïåðâîé ñóììå òàêæå ðàâíî
íóëþ. Ýòî äîêàçûâàåò (2.30). Óñëîâèå (2.31) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. 2

Äîëãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (2.28)�(2.29) � ýòî î÷åíü
òðóäíàÿ çàäà÷à, äëÿ êîòîðîé âðÿä ëè áóäåò íàéäåí ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì
ðåøåíèÿ. Ñèòóàöèÿ èçìåíèëàñü â ëó÷øóþ ñòîðîíó, ïîñëå òîãî êàê Ëåìêå
èçîáðåë ñâîé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è î äîïîëíèòåëüíîñòè
è ïðèìåíèë åãî ê ðåøåíèþ ìàòðè÷íûõ èãð (çà ýòè òðóäû Ëåìêå â 1978 ã.
ïîëó÷èë ïðåìèþ Ôîí-Íåéìàíà). Ýòîò àëãîðèòì ìû ðàññìîòðèì ïîçæå â
� 2.6.3.
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2.6.2 Óðîâíè áåçîïàñíîñòè

Íåçàâèñèìî îò äåéñòâèé âòîðîãî èãðîêà ïåðâûé èãðîê ìîæåò ãàðàíòèðî-
âàòü ñåáå ñðåäíèé âûèãðûø vI ðàâíûé öåíå ìàòðè÷íîé èãðû ñ ìàòðèöåé
A. Àíàëîãè÷íî, íåçàâèñèìî îò äåéñòâèé ïåðâîãî èãðîêà âòîðîé èãðîê ìî-
æåò ãàðàíòèðîâàòü ñåáå ñðåäíèé âûèãðûø vII ðàâíûé öåíå ìàòðè÷íîé èãðû
ñ ìàòðèöåé BT . Çäåñü ìû òðàíñïîíèðîâàëè ìàòðèöó BT , ïîñêîëüêó â ìàò-
ðè÷íîé èãðå, èãðîê, êîòîðûé ìàêñèìèçèðóò ñâîé âûèãðûø, â êà÷åñòâå ñâîåé
ñòðàòåãèè âûáèðàåò ñòðîêó ìàòðèöû âûèãðûøåé. Ïåðåõîäÿ ê ìàòðèöå BT ,
ìû ìåíÿåì èãðîêîâ ìåñòàìè: èãðîê 1 â áèìàòðè÷íîé èãðå áóäåò èãðîêîì 2 â
ìàòðè÷íîé èãðå, à èãðîê 2 â áèìàòðè÷íîé èãðå áóäåò èãðîêîì 1 â ìàòðè÷íîé
èãðå. ×èñëà vI è vII íàçûâàþòñÿ óðîâíÿìè áåçîïàñíîñòè èãðîêîâ.

Ïðèìåð 2.12 Â èãðå ¾êîíôëèêò ïîëîâ¿ îïðåäåëèòü óðîâíè áåçîïàñíîñòè
è íàéòè ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ (åñëè òàêèå ñó-
ùåñòâóþò).

Ðåøåíèå. Öåíó èãðû è îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ p = (p1, 1−p1) èãðîêà 1

â ìàòðè÷íîé èãðå, çàäàííîé ìàòðèöåé A =
[
2 0
0 1

]
, íàéäåì èç ðàâåíñòâà

vI = 2p1 + 0(1− p1) = 0p1 + 1(1− p1).

Îòñþäà p1 = 1/3, à vI = 2/3.
Àíàëîãè÷íî, öåíó èãðû è îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ q = (q1, 1−q1) èãðîêà 1

â ìàòðè÷íîé èãðå (èãðîêà 2 â áèìàòðè÷íîé èãðå), çàäàííîé ìàòðèöåé BT =[
1 0
0 2

]
, íàéäåì èç ðàâåíñòâà

vII = 1q1 + 0(1− q1) = 0q1 + 2(1− q1).

Îòñþäà q1 = 2/3, à vII = 2/3.
Êàê ìû âèäåëè ðàíåå, â äàííîé èãðå èìåþòñÿ äâå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ

â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ, êîãäà ìóæ è æåíà ïðîâîäÿò ñâîáîäíîå âðåìÿ âìåñòå c
âûèãðûøåì ≥ 1 äëÿ îáîèõ èãðîêîâ. Ïàðà áåçîïàñíûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ p =
(1/3, 2/3) è q = (2/3, 1/3) òàêæå îáðàçóåò ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ (âû ìîæåòå
óáåäèòüñÿ â ýòîì, ïðîâåðèâ âûïîëíèìîñòü íåðàâåíñòâ (2.28)) ñ âûèãðûøåì
ðàâíûì 2/3 äëÿ îáîèõ èãðîêîâ. Íàëè÷èå íåñêîëüêèõ ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ ñ
ðàçíûìè âûèãðûøàìè èãðîêîâ� îäíà èç ïðîáëåì òåîðèè áåñêîàëèöèîííûõ
èãð. 2

2.6.3 Ñâåäåíèå ê ëèíåéíîÿ çàäà÷å î äîïîëíèòåëüíîñòè

Ëèíåéíàÿ çàäà÷à î äîïîëíèòåëüíîñòè îáîáùàåò çàäà÷è ëèíåéíîãî è êâàäðà-
òè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, áèìàòðè÷íûå èãðû è åùå ìíîãî äðóãèõ çàäà÷.
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ÏóñòüM åñòü êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n, à âåêòîð q ∈ Rn. Â ëèíåé-
íîé çàäà÷å î äîïîëíèòåëüíîñòè (ËÇÄ) íóæíî íàéòè âåêòîðû w = (w1, . . . , wn)
è z = (z1, . . . , zn), óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

w −Mz = q,

wT z = 0,
w, z ≥ 0.

(2.32)

Â ñèëó íåîòðèöàòåëüíîûòè ïåðåìåííûõ wi, zi ≥ 0, ðàâåíñòâî wT z =
∑n
i=1 wizi =

0 ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå

wizi = 0, i = 1, . . . , n,

êîòîðàÿ òðåáóåò, ÷òîáû èç êàæäîé äîïîëíèòåëüíîé ïàðû ïåðåìåííûõ (wi, zi)
õîòÿ áû îäíà èç äâóõ ïåðåìåííûõ áûëà ðàâíà íóëþ.

Àëãîðèòì Ëåìêå

Çàäà÷ó (2.32) ìîæíî ðåøèòü ñèìïëåêñ-ïîäîáíûì àëãîðèòìîì, ïðåäëîæåí-
íûì Ëåìêå. Äîïóñòèìûé áàçèñ äëÿ (2.32), â êîòîðîì áàçèñíîé ÿâëÿåòñÿ
òî÷íî îäíà ïåðåìåííàÿ èç êàæäîé äîïîëíÿþùåé ïàðû (wj , zj), íàçûâàåòñÿ
äîïîëíÿþùå-äîïóñòèìûì. Àëãîðèòì íà÷èíàåò ðàáîòó ñ ïî÷òè äîïîëíÿþùå-
äîïóñòèìîãî áàçèñà (ýòî ïîíÿòèå âàðüèðóåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ðåøàåìîé
çàäà÷è) è çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, êàê òîëüêî áóäåò ïîëó÷åí äîïîëíÿþùå-äî-
ïóñòèìûé áàçèñ. Íà êàæäîé èòåðàöèè, çà èñêëþ÷åíèåì 1-é, íà êîòîðîé ñòðî-
èòñÿ íà÷àëüíûé ïî÷òè äîïîëíÿþùå-äîïóñòèìûé áàçèñ, âû÷èñëåíèÿ ïðîâî-
äÿòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

a) (ïðàâèëî î äîïîëíèòåëüíîñòè) â áàçèñ âñåãäà ââîäèòñÿ äîïîëíåíèå
ïåðåìåííîé, ïîêèíóâøåé áàçèñ íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè;

b) âûáîð ïåðåìåííîé, ïîêèäàþùåé áàçèñ, è ïåðåñ÷åò òàáëèöû îñóùåñòâ-
ëÿþòñÿ ïî òåì æå ïðàâèëàì, ÷òî è â ñèìïëåêñ-ìåòîäå.

Ðåøåíèå áèìàòðè÷íûõ èãð

Ðàññìîòðèì áèìàòðè÷íóþ èãðó ñ ìàòðèöåé A âûèãðûøåé 1-ãî èãðîêà è ìàò-
ðèöåé B âûèãðûøåé 2-ãî èãðîêà. Îáå ìàòðèöû ðàçìåðà m × n. Ïàðà ñìå-
øàííûõ ñòðàòåãîé p ïåðâîãî èãðîêà è q âòîðîãî èãðîêà îáðàçóþò ñèòóàöèþ
ðàâíîâåñèÿ Íýøà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

pTAq ≥ eTi Aq, i = 1, . . . ,m,

pTBq ≥ pTBej , j = 1, . . . , n,

èëè â âåêòîðíîé ôîðìå

Aq ≤ (pTAq)1m ,

BT p ≤ (pTBq)1n,
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ãäå 1k � ýòî âåêòîð ðàçìåðà k, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû 1.
Ââîäÿ ïåðåìåííûå íåäîñòàòêà s ∈ Rm+ è t ∈ Rn+, ïåðåïèøåì ïîñëåäíþþ

ñèñòåìó íåðàâåíñò êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé

Aq + s = (pTAq)1m ,

BT p+ t = (pTBq)1n.

Ïðåäïîëîëæèâ, ÷òî ìàòðèöû A è B îòðèöàòåëüíû (aij < 0 è bij < 0 äëÿ
i = 1, . . . ,m è j = 1, . . . , n), ðàçäåëèì ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà ñîîòâåòñòâåííî
íà ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà −pTAq è −pTBq:

A

(
1

−pTAq
q

)
+

s

−pTAq
= −1m,

BT
(

1
−pTBq

p

)
+

t

−pTBq
= −1n.

(2.33)

Ââîäÿ íîâûå ïåðåìåííûå

x =
p

−pTBq
, y =

q

−pTAq
, u =

s

−pTAq
, v =

t

−pTBq
,

ïåðåïèøåì ðàâåíñòâà (2.33) â ñëåäóþùåì âèäå(
u
v

)
+
[

0 A
BT 0

](
x
y

)
=
(
−1m
−1n

)
. (2.34)

Óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè pT s = 0 è qT t = 0 â ïåðåìåííûõ x, y, u, v
ïåðåïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:(

u
v

)T (
x
y

)
= 0. (2.35)

Çàäà÷à ïîèñêà íåîòðèöàòåëüíîãî ðåøåíèÿ(
u
v

)
≥ 0,

(
x
y

)
≥ 0. (2.36)

ñèñòåìû (2.34) è (2.35) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé çàäà÷åé î äîïîëíèòåëüíîñòè.

Ïðèìåð 2.13 Ðåøèòü áèìàòðè÷íóþ èãðó ñ ìàòðèöàìè âûèãðûøåé èãðî-
êîâ

A′ =
[
−1 −1 0
0 −1 −1

]
, B′ =

[
1 −1 0
0 1 −1

]
.

Îòíÿâ 1 îò âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A è 2 îò âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû B,
ïîëó÷èì

A =
[
−2 −2 −1
−1 −2 −2

]
, B =

[
−1 −3 −2
−2 −1 −3

]
.
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Çàïèøåì ËÇÄ, ñîîòâåòñòâóþùóþ áèìàòðè÷íîé èãðå ñ ìàòðèöàìè A è B,


u1

u2

v1

v2

v3

−


0 0 2 2 1
0 0 1 2 2
1 2 0 0 0
3 1 0 0 0
2 3 0 0 0



x1

x2

y1

y2

y3

 =


−1
−1
−1
−1
−1

 ,
u1x1 + u2x2 + v1y1 + v2y2 + v3y3 = 0,

u, v, x, y ≥ 0.

(2.37)

Ïðîäåìîíñòðèðóåì ðàáîòó àëãîðèòìà Ëåìêå íà ïðèìåðå (2.37). Ñíà÷àëà
çàïèøåì îãðàíè÷åíèÿ â òàáëè÷íîé ôîðìå.

Áàçèñ. u1 u2 v1 v2 v3 x1 x2 y1 y2 y3 q Îòíî-
ïåðåì. øåíèÿ
u1 1 0 0 0 0 0 0 -2 -2 -1 -1 1

2

u2 0 1 0 0 0 0 0 -1 -2 -2 -1 1 max
v1 0 0 1 0 0 -1 -2 0 0 0 -1 1 max
v2 0 0 0 1 0 -3 -1 0 0 0 -1 1

3

v3 0 0 0 0 1 -2 -3 0 0 0 -1 1
2

Çàòåì ïîñòðîèì íà÷àëüíûé ïî÷òè äîïîëíÿþùå-äîïóñòèìûé áàçèñ, êîòîðûé
â äàííîì ñëó÷àå äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì: îáå ïåðåìåí-
íûõ òî÷íî îäíîé äîïîëíÿþùåé ïàðû ïðèíàäëåæàò è òî÷íî îäíîé ïàðû íå
ïðèíàäëåæàò áàçèñó, à äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïàð ðîâíî îäíà èõ ïåðåìåííàÿ
íàõîäèòñÿ â áàçèñå. Ñíà÷àëà ââåäåì â áàçèñ ïåðåìåííóþ x1, à èç áàçèñà âû-
âåäåì ïåðåìåííóþ v1, ïîñêîëüêó ìàêñèìàëüíûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ñòîáöà
y1 íàõîäèòñÿ â òðåòüåé ñòðîêå, ñîîòâåòñòâóþùåé áàçèñíîé ïåðåìåííîé v1.
Äàëåå, ïåðåìåííàÿ y1 (äîïîëíåíèå ïîêèíóâøåé áàçèñ ïåðåìåííîé v1) äîëæ-
íà çàìåíèòü â áàçèñå ïåðåìåííóþ u2.

Áàçèñ. u1 u2 v1 v2 v3 x1 x2 y1 y2 y3 q Îòíî-
ïåðåì. øåíèÿ
u1 1 -2 0 0 0 0 0 0 2 3 1
y1 0 -1 0 0 0 0 0 1 2 2 1
x1 0 0 -1 0 0 1 2 0 0 0 1 1

2

v2 0 0 -3 1 0 0 5 0 0 0 2 2
5 min

v3 0 0 -2 0 1 0 1 0 0 0 1 1
1

Òåïåðü ââîäèì â áàçèñ ïåðåìåííóþ y2 (äîïîëíåíèå u2), à èç áàçèñà âûâîäèì
v2.
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Áàçèñ. u1 u2 v1 v2 v3 x1 x2 y1 y2 y3 q Îòíî-
ïåðåì. øåíèÿ

u1 1 -2 0 0 0 0 0 0 2 3 1 1
2 min

y1 0 -1 0 0 0 0 0 1 2 2 1 1
2

x1 0 0 1
5 − 2

5 0 1 0 0 0 0 1
5

x2 0 0 − 3
5

1
5 0 0 1 0 0 0 2

5

v3 0 0 − 7
5 − 1

5 1 0 0 0 0 0 3
5

Ïîñêîëüêó ïåðåìåííàÿ v2 ïîêèíóëà áàçèñ, òî åå äîïîëíåíèå y2 òåïåðü íóæ-
íî ââîäèòü â áàçèñ. Èç áàçèñà ìîæíî âûâîäèòü u1 èëè y1. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ
òàêèõ íåîäíîçíà÷íîñòåé íóæíî ïîëüçîâàòüñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì ïðàâè-
ëîì. Íî ìû âûâåäåì èç áàçèñà u1, ïîñêîëüêó ïðè òàêîì âûáîðå òåêóùàÿ
èòåðàöèè îêàæåòñÿ ïîñëåäíåé.

Áàçèñ. u1 u2 v1 v2 v3 x1 x2 y1 y2 y3 q Îòíî-
ïåðåì. øåíèÿ

y2
1
2 -1 0 0 0 0 0 0 1 3

2
1
2

y1 -1 1 0 0 0 0 0 1 0 -1 0
x1 0 0 1

5 − 2
5 0 1 0 0 0 0 1

5

x2 0 0 − 3
5

1
5 0 0 1 0 0 0 2

5

v3 0 0 − 7
5 − 1

5 1 0 0 0 0 0 3
5

Ïîñëåäíèé áàçèñ ÿâëÿåòñÿ äîïîëíÿþùå-äîïóñòèìûì. Ïîýòîìó âåêòîð

(u1, u2; v1, v2, v3;x1, x2; y1, y2, y3) =
(

0, 0; 0, 0,
3
5

;
1
5
,

2
5

; 0,
1
2
, 0
)

åñòü ðåøåíèå ËÇÄ (2.37). Ïîñêîëüêó x1 + x2 = 3
5 è y1 + y2 + y3 = 1

2 , òî

p =
1∑m
i=1 xi

x =
5
3

(
1
5
,

2
5

)
=
(

1
3
,

2
3

)
è

q =
1∑m
i=1 yi

y = 2
(

0,
1
2
, 0
)

= (0, 1, 0)

îáðàçóþò ïàðó ðàâíîâåñíûõ ñòðàòåãèé äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé èãðû.

2.6.4 Ñâåäåíèå ê çàäà÷å

öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Ïîñêîëüêó çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ äëÿ áèìàòðè÷íîé èãðû4 ÿâëÿåòñÿ NP-
òðóäíîé, òî íåëüçÿ íàäåÿòüñÿ, ÷òî àëãîðèòì Ëåìêå áóäåò ýôôåêòèâíî ðå-
øàòü âñå ïðèìåðû áèìàòðè÷íîé èãðû. Êðîìå ýòîãî, êîìïüþòåðíûå ïðî-
ãðàììû, êîòîðûå ðåøàþò ëèíåéíóþ çàäà÷ó î äîïîëíèòåëüíîñòè, âñå åùå

4 Mîæåò ëè èãðîê 1 â áèìàòðè÷íîé èãðå c ìàòðèöàìè âûèãðûøåé èãðîêîâ A è B
ãàðàíòèðîâàòü ñåáå âûèãðûø, êîòîðûé íå ìåíüøå çàäàííîé âåëè÷èíû δ?
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ÿâëÿþòñÿ ýêçîòèêîé. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ýòîìó, ïðîãðàììû äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ñìåøàííî-öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ øèðîêî ðàñïðîñòðàíå-
íû, è îíè ïîñòîÿííî ñîâåðøåíñòâóþòñÿ. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû çàïèøåì
çàäà÷ó ðåøåíèÿ áèìàòðè÷íîé èãðû êàê çàäà÷ó ñìåøàííî-öåëî÷èñëåííîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÑÖÏ).

Ðàññìîòðèì áèìàòðè÷íóþ èãðó, â êîòîðîé âûèãðûøè ïåðâîãî è âòîðîãî
èãðîêîâ çàäàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöàìè A = [aij ]m×n è B = [bij ]m×n.
Ïàðà âåêòîðîâ (p, q) ∈ Rm × Rn åñòü ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ Íýøà â ñìåøàí-
íûõ ñòðàòåãèÿõ, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé (2.28), (2.29).

Èñîäÿ èç óñëîâèé äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè, ñôîðìóëèðîâàííûõ â òåî-
ðåìå 2.7, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2.28), (2.29) ýêâèâàëåíò-
íà ñëåäóþùåé ñìåøàííî-öåëî÷èñëåííîé ñèñòåìå íåðàâåíñòâ:

pi ≤ xi, i = 1, . . . ,m, (2.38a)

v1 −
n∑
j=1

aijqj ≤ U1(1− xi) , i = 1, . . . ,m, (2.38b)

qj ≤ yj , j = 1, . . . , n, (2.38c)

v2 −
m∑
i=1

aijpi ≤ U2(1− yj) , j = 1, . . . , n, (2.38d)

m∑
i=1

pi = 1,
n∑
j=1

qj = 1, (2.38e)

pi ≥ 0, xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . ,m, (2.38f)

qj ≥ 0, yj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , n, (2.38g)

v1, v2 ≥ 0, (2.38h)

ãäå

U1 = max
1≤i≤m,

1≤j≤n

aij − min
1≤i≤m,

1≤j≤n

aij , U2 = max
1≤i≤m,

1≤j≤n

bij − min
1≤i≤m,

1≤j≤n

bij ,

à äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë:

v1, v2 � âûèãðûøè ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ;

xi = 1, åñëè ñòðàòåãèÿ i èãðîêà 1 ÿâëÿåòñÿ àêòèâíîé (èñïîëüçóåòñÿ ñ
ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ pi > 0), è xi = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

yj = 1, åñëè ñòðàòåãèÿ j èãðîêà 2 ÿâëÿåòñÿ àêòèâíîé (èñïîëüçóåòñÿ ñ
ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ qj > 0)á è yj = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ñàìîå âàæíîå ïðåèìóùåñòâî ÑÖÏ-ìîäåëè â òîì, ÷òî âûáîðîì öåëåâîé
ôóíêöèè ìû ìîæåì èñêàòü ðàâíîâåñèå, óäîâëåòâîðÿþùåå äîïîëíèòåëüíûì
òðåáîâàíèÿì. Íàïðèìåð, ÷òîáû íàéòè ðàâíîâåñèå, äëÿ êîòîðîãî ìàêñèìàëåí
ìèíèìàëüíûé èç âûèãðûøåé èãðîêîâ, íóæíî ââåñòè åùå îäíó ïåðåìåííóþ
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v è ïðèïèñàòü ê ñèñòåìå (2.38) ñëåäóþùèå öåëåâóþ ôóíêöèþ è äâà îãðàíè-
÷åíèÿ:

v →max,
v1 ≥ v, v2 ≥ v.

2.6.5 Óïðàæíåíèÿ

1. Äâå êîíêóðèðóþùèõ ñåòè ðåñòîðàíîâ õîòÿò îïðåäåëèòü ñâîé ðåêëàìíûé
áþäæåò íà ñëåäóþùèé ãîä. Èõ ñóììàðíûé îáúåì ïðîäàæ ðàâåí $240 ìëí.
Êàæäàÿ èç íèõ ìîæåò âûäåëèòü íà ðåêëàìó îò $6 äî $10 ìëí. Åñëè îäíà
èç ñåòåé òðàòèò íà ðåêëàìó áîëüøå äðóãîé, òî òà, ÷òî òðàòèò áîëüøå, ïðî-
äàñò íà $190. Åñëè îáå ñåòè òðàòÿò íà ðåêëàìó ïîðàâíó, òî îíè è ïðîäàäóò
ïîðàâíó. Ïðîäàæè íà $1 äàþò äîõîä $0.1. Êàæäàÿ ñåòü ñòðåìèòñÿ ìàêñèìè-
çèðîâàòü ñâîé äîõîä (äîõîä ñ ïðîäàæ ìèíóñ ðàñõîäû íà ðåêëàìó). Èìååòñÿ
ëè ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïðèåìëåìàÿ äëÿ îáîèõ ó÷à÷òíèêîâ êîíôëèêòà?

2. Microscape ïðîòèâ Netsoft Êàæäàÿ èç ôèðì òåðÿåò 2ìëí. äîëëàðîâ
çà ïåðèîä, åñëè îíè îáå ïðîäàþò èíòåðíåò-áðàóçåðû. Êîãäà ó ôèðìû íåò
ñîïåðíèêà, òî îíà, ñòàâ ìîíîïîëèñòîì, áóäåò çàðàáàòûâàòü $10 çà ïåðèîä.
Ôèðìû ìîãóò óéòè ñ ðûíêà â 1996 (ñ äîõîäîì 0) è â 1997 ãîäàõ, èëè îñòàòüñÿ
äî êîíöà 1998 ãîäà.

Microscape
1996 1997 1998

Net 1996 0, 0 0, 10 0, 20
soft 1997 10, 0 -2, -2 -2, 8

1998 20, 0 8, -2 -4, -4

Íàéòè âñå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ (â ÷èñòûõ è ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ).

3. Äâå êîìïàíèè Pepsi è Coke èìåþò ïî àâòîìàòó â íåêîòîðîé ñòîëîâîé.
Êàæäîé èç ôèðì íóæíî ðåøèòü, êàêèì íàïèòêîì çàïîëíèòü ñâîé àâòî-
ìàò: äèåòè÷åñêèì, êëàññè÷åñêèì, èëè îáîèìè. Â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííûõ
ñòðàòåãèé äîõîäû ôèðì ñëåäóþùèå:

Êîêà-Êîëà
Äèåò. Îáå Êëàññè÷.

Ïåïñè- Äèåò. 25, 25 50, 30 50, 20
Êîëà Îáå 30, 50 15, 15 30, 20

Êëàññè÷. 20, 50 20, 30 10, 10

Íàéòè âñå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ (â ÷èñòûõ è ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ). Êàê
ñêîîðäèíèðîâàòü ñòðàòåãèè ôèðì? Óêàçàíèå: ñíà÷àëà ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ
îáåèõ ôèðì ñòðàòåãèÿ ¾êëàññè÷åñêàÿ¿ ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóåìîé.

4. Â ãîðîäå òîëüêî äâà áàðà. Êàæäûé áàð ìîæåò ïðîäàâàòü êðóæêó ïèâà
çà 2, 3 èëè 4 äîëëàðà. 6000 òóðèñòîâ âûáèðàþò áàð ñëó÷àéíûì îáðàçîì è
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ïîýòîìó ïîëîâèíà èç íèõ ïîñåòèò áàð 1, à äðóãàÿ � áàð 2. 4000 ìåñòíûõ
æèòåëåé èäóò â áàð, ãäå äåøåâëå. Ïðè îäèíàêîâîé öåíå ïèâà â îáîèõ áàðàõ
ïîëîâèíà ìåñòíûõ æèòåëåé ïîñåòèò áàð 1, à äðóãàÿ � áàð 2. Íàéäèòå ñè-
òóàöèþ ðàâíîâåñèÿ â áèìàòðè÷íîé èãðå, â êîòîðîé èãðîêàìè ÿâëÿþòñÿ äâà
áàðà.

5. Â íåêîòîðîé ôèðìå ñîòðóäíèêè ìîãóò ðàáîòàòü ïðèëåæíî, èëè áåçäåëüíè-
÷àòü. Çàðïëàòà îäíîãî ñîòðóäíèêà ðàâíà $1000. Åñëè ñîòðóäíèê óëè÷åí â îò-
ëûíèâàíèè îò ðàáîòû, òî åãî çàðïëàòà óìåíüøàåòñÿ â äâà ðàçà äî $500. Ìå-
íåäæåðû ìîãóò êîíòðîëèðîâàòü ñîòðóäíèêîâ èëè íå êîíòðîëèðîâàòü. Îäèí
õîðîøî ðàáîòàþùèé ñîòðóäíèê ïðîèçâîäèò ïðîäóêöèè íà $2000, à ëîäûðü�
òîëüêî íà $500. Ñòîèìîñòü ïðîâåðêè îäíîãî ñîòðóäíèêà ðàâíà $100. Íàéäè-
òå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â áèìàòðè÷íîé èãðå, â êîòîðîé èãðîêàìè ÿâëÿþòñÿ
ñîòðóäíèêè è ìåíåäæåðû.

6. Âäîëü áåðåãà ðàâíîìåðíî â ïóíêòàõ A, B, C, D è E ðàñïîëîæåíû ïÿòü
ñïàñàòåëüíûõ ñòàíöèé. Äåòè ìîãóò îòäûõàòü òîëüêî â òåõ ìåñòàõ, ãäå èìå-
þòñÿ ñïàñàòåëüíûå ñòàíöèè. Â êàæëîì èç ïóíêòîâ A, B, C, D è E â òå÷åíèè
äíÿ îòäûõàåò ïî 100 äåòåé, êàæäûé èç êîòîðûõ ïîêóïàåò ïî îäíîìó ìîðî-
æåíîìó â äåíü.

Äâà ñîïåðíè÷àþùèõ ïðîäàâöà, íàçîâåì èõ Òîì è Äæåðè, êàæäîå óòðî
â 10 ÷àñîì êàòÿò ñâîè ëîòêè ñ ìîðîæåíûì â îäèí èç ïóíêòîâ A, B, C, D
èëè E. Äåòè âñåãäà èäóò çà ìîðîæåíûì ê áëèæàéøåìó ïðîäàâöó. Ïðè ðàâ-
íîì ðàññòîÿíèè ïîëîâèíó äåòåé ïîêóïàåò ìîðîæåíîå ó îíîãî ïðîäàâöà, à
îñòàâøàÿñÿ ïîëîâèíà � ó äðóãîãî. Åñëè â êàêîì òî ïóíêòå èìååòñÿ ëîòîê ñ
ìîðîæåíûì, òî âñå 100 äåòåé, îòäûõàþùèõ â ýòîì ïóíêòå, êóïÿò ïî îäíîìó
ìîðîæåííîìó. Åñëè â ïóíêòå íåò ëîòêà, òî òîëüêî ïîëîâèíà (50) äåòåé ïîé-
äóò çà ìîðîæåííûì â ñîñåäíèé ïóíêò, è ëèøü êàæäûé ïÿòûé (20) ðåáåíîê
ïîéäåò çà ìîðîæåííûì ê ëîòêó, ðàñïîëîæåííîìó ÷åðåç îäèí ïóíêò îò òîãî
ìåñòà, ãäå îí íàõîäèòñÿ. Íè îäèí ðåáåíîê íå ïîéäåò ê ëîòêàì, ðàñïîëîæåí-
íûì äàëåå ÷åì â äâóõ ïåðåõîäàõ îò åãî ìåñòà îòäûõà.

Ïîñòðîéòå ìàòðèöû âûèãðûøåé èãðîêîâ. Èìåþòñÿ ëè ñèòóàöèè ðàâíî-
âåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ?

7. Äâå ôèðìû àðåíäóþò ñìåæíûå ó÷àñòêè çåìëè íàä ðåçåðâóàðîì íåôòè
îáúåìîì 100 ìëí. òîíí. Ñòîèìîñòü îäíîé òîííû � $200. Êàæäàÿ èç ôèðì
äîëæíà ðåøèòü áóðèòü ëè åé ñêâàæèíó è, åñëè áóðèòü, òî êàêîãî ðàçìå-
ðà? Ïðîáóðèòü è îáñëóæèâàòü áîëåå óçêóþ ñêâàæèíó ñòîèò $100 ìëí., à
øèðîêóþ � $300 ìëí. Íî ïðè ýòîì â äåíü ÷åðåç øèðîêóþ ñêâàæèíó áóäåò
âûêà÷èâàòüñÿ â 3 ðàçà áîëüøå íåôòè.

Ïîñòðîéòå ìàòðèöû âûèãðûøåé èãðîêîâ (ôèðì). Èìåþòñÿ ëè ñèòóàöèè
ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ?



Ãëàâà 3

Èãðû â ïîçèöèîííîé ôîðìå

Ïîçèöèîííûå èãðû � ýòî ìíîãîõîäîâûå (èëè äèíàìè÷åñêèå) áåñêîàëèöèîí-
íûå èãðû. Â ïîçèöèîííîé èãðå õîäû äåëàþòñÿ â ëîãè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè. Êàæäûé õîä äåëàåòñÿ ëèáî îäíèì èç èãðîêîâ (ëè÷íûé õîä), ëèáî
âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì (ñëó÷àéíûé õîä) â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàí-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé. Â êàæäîé êîíå÷íîé ïîçèöèè èãðû çàäàí
âåêòîð âûèãðûøåé èãðîêîâ.

3.1 Äåðåâî èãðû

Ôîðìàëüíî, èãðà â ïîçèöèîííîé ôîðìå ïðåäñòàâëÿåòñÿ äåðåâîì èãðû T =
(V,E), âåðøèíû v ∈ V êîòîðîãî ñîîòâåòñâóþò ïîçèöèÿì â èãðå, à äóãè
e ∈ E ñîîòâåòñòâóþò õîäàì â èãðå. Êîðåíü äåðåâà ñîîòâåòñòâóåò íà÷àëüíîé
ïîçèöèè èãðû. Êàæäûé óçåë, çà èñêëþ÷åíèåì ëèñòüåâ, ïîìå÷åí îäíèì èç
÷èñåë 0, 1, . . . , n, óêàçûâàþùèì íîìåð èãðîêà, êîòîðûé äîëæåí äåëàòü õîä â
äàííîé ïîçèöèè, 0 îçíà÷àåò ñëó÷àéíûé õîä. Äóãàì, âûõîäÿùèõ èç óçëà v ñ
ìåòêîé 0, ïðèïèñàíû âåðîÿòíîñòè (p1, p2, . . . , pk) ïðèìåíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì èì ñëó÷àéíûõ õîäîâ. Ëèñòüÿ äåðåâà T � ýòî êîíå÷íûå ïîçèöèè â èãðå.
Êàæäîìó ëèñòó t ïðèïèñàí âåêòîð (φ1(t), . . . , φn(t)) âûèãðûøåé èãðîêîâ, â
ñëó÷àå, êîãäà èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ â äàííîì óçëå.

Èíôîðìàöèÿ â èãðå çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòâ.
Äâå ïîçèöèè ïðèíàäëåæàò îäíîìó èíôîðìàöèîííîìó ìíîæåñòâó, åñëè èã-
ðîê, êîòîðûé äîëæåí äåëàòü õîä â êàæäîé èç ýòèæ ïîçèöèé äàííîãî, íå
ìîæåò îòëè÷èòü îäíó ïîçèöèþ îò äðóãîé. Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî èç âñåõ óçëîâ îäíîãî èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà âûõîäèò îäèíàêîâîå
÷èñëî äóã. Ïîçèöèîííàÿ èãðà íàçûâàåòñÿ èãðîé ñ ñîâåðøåííîé èíôîðìàöè-
åé, åñëè âñå èíôîðìàöèîííûå ìíîæåñòâà ñîñòîÿò òîëüêî èõ îäíîé ïîçèöèè.

44
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3.2 Ñòðàòåãè÷åñêàÿ ôîðìà èãðû

Ñòðàòåãèÿ èãðîêà åñòü ïëàí åãî äåéñòâèé, ñëåäóÿ êîòîðîìó èãðîê äåëàåò
õîäû íà ïðîòÿæåíèè âñåé èãðû. Êàæäàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà äîëæíà îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿòü åãî õîä â êàæäîì èç ïðèíàäëåæàöèõ åìó èíôîðìàöèîí-
íûõ ìíîæåñòâ. Åñëè èãðîê èìååò k èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòâ, â êîòîðûõ
îí èìååò ñîîòâåòñòâåííî r1, . . . , rk õîäîâ, òî èãðîê èìååò ni = r1 · · · · · rk
ðàçëè÷íûõ ñòðàòåãèé. Ïóñòü Si îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ ñòðàòåãèé èã-
ðîêà i. Íàáîð ñòðàòåãèé èãðîêîâ si ∈ Si (i = 1, . . . , n) îáðàçóåò ñèòóàöèþ
s = (s1, . . . , sn). Êàæäàÿ ñèòóàöèÿ ïðèâîäèò èãðó ê îêîí÷àíèþ â íåêîòîðîì
ìíîæåñòâå V (s) êîíå÷íûõ ïîçèöèé (ëèñòüåâ äåðåâà èãðû T ). Äëÿ ñèòóàöèè s
ìû ìîæåì ïîäñ÷èòàòü âåðîÿòíîòü pt(s) îêîí÷àíèÿ èãðû â ïîçèöèè (ëèñòå)
t ∈ V (s) ïåðåìíîæèâ âñå âåðîÿòíîñòè, ïðèïèñàííûå äóãàì åäèíñòâåííîãî
ïóòè èç êîðíÿ äåðåâà â óçåë t. Ñðåäíèé âûèãðûø èãðîêà i ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ñèòóàöèè s îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

φi(s) =
∑
t∈V (s)

φi(t)pt(s).

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì áåñêîàëèöèîííóþ èãðó n ëèö

γ = ({1, . . . , n}, {Si}ni=1, {φni=1}).

Èãðó γ íàçûâàþò ñòðàòåãè÷åñêîé èëè íîðìàëüíîé ôîðìîé ïîçèöèîííîé
èãðû.

Â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ïîçèöèîííîé èãðû ìû ìîæåì ïðèíÿòü ðåøåíèå åå
íîðìàëüíîé ôîðìû, ò.å., ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ èãðû γ. Íàïîìíèì, ÷òî ñè-
òóàöèÿ s = (s1, . . . , sn), si ∈ Si, íàçûâàåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ â èãðå γ,
åñëè

φi(s) ≥ φi(s‖si) ∀ si ∈ Si, i = 1, . . . , n.

Ïðèìåð 3.1 Ðàññìîòðèì î÷åíü óïðîùåííûé âàðèàíò èãðû â ïîêåð. Âíà-
÷àëå èãðû êàæäûé èãðîê äåëàåò åäèíè÷íóþ ñòàâêó. Êîëîäà êàðò, ñîäåð-
æàöàÿ m êðàñíûõ è n ÷åðíûõ êàðò, òàñóåòñÿ è îäíà èç êàðò ñäàåòñÿ
èãðîêó I. Ïîñìîòðåâ íà ñâîþ êàðòó èãðîê I ìîæåò ñïàñîâàòü èëè ïîñòà-
âèòü íåêîòîðóþ ñóììó äåíåã a.
Åñëè èãðîê I ïàñóåò, èãðà íà ýòîì ïðåêðàùàåòñÿ; èãðîê I âûèãðûâàåò
ñòàâêó (åäèíèöó), åñëè ó íåãî êðàñíàÿ êàðòà, è ïðîèãðûâàåò ñòàâêó, åñëè
ó íåãî ÷åðíàÿ êàðòà. Åñëè èãðîê I óâåëè÷èâàåò ñòàâêó, èãðîê II, íå çíàÿ
êàðòû èãðîêà I, äîëæåí ðåøèòü: ïàñîâàòü åìó èëè ïîäíèìàòü ñòàâêó
(îáúÿâèòü èãðó).
Åñëè èãðîê II ïàñóåò, òî èãðîê I âûèãðûâàåò ñòàâêó (åäèíèöó). Åñëè èã-
ðîê II ïîäíèìàåò ñòàâêó, òî êàðòû îòêðûâàþòñÿ è èãðîê I âûèãðûâàåò
1 + a, åñëè ó íåãî êðàñíàÿ êàðòà, è ïðîèãðûâàåò 1 + a, åñëè ó íåãî ÷åðíàÿ
êàðòà.

Ðåøåíèå. Äåðåâî äàííîé èãðû ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 3.1. Ïîçèöèè â äàí-
íîé èãðå îáîçíà÷åíû áóêâàìè îò A äî K. Íà÷àëüíàÿ ïîçèöèÿ A ÿâëÿåòñÿ
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Ðèñ. 3.1: Äåðåâî óïðîùåííîãî âàðèàíòà èãðû â ïîêåð

ñëó÷àéíîé ïîçèöèåé (ïîëó÷åíèå êàðòû èç ïåðåòàñîâàííîé êîëîäû). Äóãàì
(A,B) è (B,C) âûõîäÿùèì èç ýòîé ñëó÷àéíîé ïîçèöèè ïðèïèñàíû âåðîÿò-
íîñòè m

m+n è n
m+n . Â ïîçèöèÿõ B è C äåëàåò õîä èãðîê I, à â ïîçèöèÿõ F

è G � èãðîê II. Â êîíå÷íûõ ïîçèöèÿõ èãðû H, I, J è K çàäàíû âåêòîðû
âûèãðûøåé èãðîêîâ.

Èãðîê I ìååò äâà èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòâà {B} è {C}, â êàæäîì ïî
îäíîé ïîçèöèè. Ïîñêîëüêó äëÿ èãðîêà II ïîçèöèè F è G íåðàçëè÷èìû, òî ó
íåãî òîëüêî îäíî èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî {F,G}.

Ïîñêîëüêó èãðîê I èìååò äâà èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòâà è ïî äâà âû-
áîðà (ïàñîâàòü èëè ñäåëàòü ñòàâêó) äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ, òî îí èìååò 2·2 = 4
ñòðàòåãèè, êîòîðûå ìîæíî îáîçíà÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ÂÏ = {BF,CG} � âñåãäà ïîäíèìàòü ñòàâêó;

ÏK = {BF,CE} � ïîäíèìàòü ñòàâêó, èìåÿ êðàñíóþ êàðòó;

Ï× = {BD,CG} � ïîäíèìàòü ñòàâêó, èìåÿ ÷åðíóþ êàðòó;

Ï = {BD,CE} � âñåãäà ïàñîâàòü.

Èãðîê II èìååò òîëüêî îäíî èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî è äâà âûáîðà â
êàæäîé ïîçèöèè ýòîãî ìíîæåñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ó íåãî äâå ñòðàòåãèè:

ÏÑ = {FI,GJ} � ïîäíèìàòü ñòàâêó;

Ï = {FH,GK} � ïàñîâàòü.
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Äëÿ êàæäîé ïàðû ñòðàòåãèé èãðîêîâ ìîæíî ïîäñ÷èòàòü îæèäàåìûå ïëà-
òåæè. Íàïðèìåð, åñëè èãðîê I ïðèìåíÿåò ñòðàòåãèþ ÂÏ, à èãðîê II ïðè-
ìåíÿåò ñòðàòåãèþ ÏÑ, òî èãðîê I âûèãðàåò ñóììó 1 + a ñ âåðîÿòíîñòüþ
p = m/(m+n) è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−p ñóììó −1−a. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîé
ñèòóàöèè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà èãðîêà I ðàâíî (2p−1)(1+a).
Ïîëíàÿ ìàòðèöà èãðû èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ÏÑ Ï
ÂÏ (2p− 1) (1 + a) 1
ÏÊ 2p− 1 + a p 2p− 1
Ï× (2p− 1) a+ p− 1 1
Ï 2p− 1 2p− 1

Ïîñêîëüêó èñõîäíàÿ èãðà àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ, òî ñîâåðøåííî åñòåñòâåííî,
÷òî åå ñòðàòåãè÷åñêàÿ ôîðìà åñòü ìàòðè÷íàÿ èãðà.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà p = 1/2 è a = 1. Òîãäà ñòðàòåãè÷åñêàÿ ôîðìà
åñòü ñëåäóþùàÿ ìàòðè÷íàÿ èãðà:

ÏÑ Ï
ÂÏ 0 1 0
ÏÊ 1

2 0 0
Ï× − 1

2 1 − 1
2

Ï 0 0 0
1
2 1

Ïîñêîëüêó α = 0 < 1
2 = β, òî äàííàÿ èãðà íå èìååò ðåøåíèÿ â ÷èñòûõ ñòðà-

òåãèÿõ. Îïòèìàëüíûìè ñìåøàííûìè ñòðàòåãèÿìè ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî
è âòîðîãî èãðîêîâ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñòðàòåãèè:

p∗ = (
1
3
,

2
3
, 0, 0)T , q∗ = (

2
3
,

1
3

)T

(ïðîâåðüòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî). Öåíà èãðû v(A) = 1
3 . 2

3.3 Èãðû ñ ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé: îáðàò-

íàÿ èíäóêöèÿ

Äàëåêî íå âñå ïîçèöèîííûå èãðû èìåþò ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðà-
òåãèÿõ. Íî èãðû ñ ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé (øàõìàòû, øàøêè è ìíîãèå
äðóãèå) âñåãäà èìåþò ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ.

Òåîðåìà 3.1 (Êóíà (òàêæå ïðèïèñûâàåòñÿ Zermelo)) 12 Êàæäàÿ ïî-
çèöèîííàÿ èãðà ñ ñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé èìååò ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ

1 H.W. Kuhn. Extensive Games and the Problem of Information. In Contributions to the

Theory of Games, eds. Harold W. Kuhn and A. Tucker, Vol. 2, Princeton University Press,
1953, pp. 193�216.

2 E. Zermelo. �Uber eine Anwendung der Mengenlehre auf die Theorie des Schachspiels.
Proceedings of the Fifth International Congress on Mathematics, Cambridge Vol. 2: 501,
1912.
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Ðèñ. 3.2: Äåðåâî èãðû è åå ñòðàòåãè÷åñêàÿ ôîðìà

â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ,
êàê è ïîèñê òàêîé ñèòóàöèè, îñóùåñòâëÿåòñÿ ñïîñîáîì, êîòîðûé íàçûâàþò
ìåòîäîì îáðàòíîé èíäóêöèè. Ïóñòü V̄ îáîíà÷àåò ìíîæåñòâî ïîçèöèé, äëÿ
êîòîðûõ âåêòîðû âûèãðûøåé èãðîêîâ óæå îïðåäåëåíû. Âíà÷àëå âêëþ÷àåì
â V̄ âñå êîíå÷íûå ïîçèöèè â èãðå (ëèñòüÿ äåðåâà èãðû). Çàòåì íà êàæäîì
øàãå âûáèðàåì òàêóþ ïîçèöèþ v 6∈ V̄ , ÷òî âñå äóãè, âûõîäÿùèå èç v, âåäóò
â ïîçèöèè èç ìíîæåñòâà V̄ . Èãðîê, êîòîðûé äîëæåí äåëàòü õîä â ïîçèöèè
v, âûáèðàåò ñâîé îïòèìàëüíûé õîä (v, w) ñòðåìÿñü ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîé
âûèãðûø. Ïîëàãàåì âåêòîð âûèãðûøåé â ïîçèöèè v ðàâíûì âåêòîðó âûèã-
ðûøåé â ïîçèöèè w, è äîáàâëÿåì v ê V̄ . Òàê ïðîäîëæàåì äî òåõ ïîð, ïîêà
íå áóäóò âû÷èñëåíû âåêòîðû âûèãðûøåé äëÿ âñåõ ïîçèöèé. Âåêòîð âûèã-
ðûøåé â êîðíå äåðåâà èãðû è áóäåò âåêòîð âûèãðûøåé èãðîêîâ â äàííîé
èãðå. 2

3.3.1 Ïîäèãðû

Ðàññìîòðèì ïîçèöèîííóþ èãðó Γ, çàäàííóþ äåðåâîì èãðû T . Ëþáîå ïîä-
äåðåâî äåðåâà T , êîòîðîå íå ïåðåñåêàåò èíôîðìàöèîííûå ìíîæåñòâà (âñå
âåðøèíû îäíîãî èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà ëèáî ïðèíàäëåæàò ïîääåðå-
âó ëèáî íå ïðèíàäëåæàò) è ñîäåðæèò íå ìåíåå äâóõ óçëîâ, çàäàåò íåêîòîðóþ
íîâóþ ïîçèöèîííóþ èãðó, êîòîðóþ íàçûâàþò ïîäèãðîé èñõîäíîé èãðû Γ. Ñè-
òóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ èãðû Γ íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé3, åñëè åå ñóæåíèå
íà ëþáóþ èç ïîäèãð òàêæå áóäåò ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ äëÿ ýòîé ïîäèãðû.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïîçèöèîííóþ èãðó, äåðåâî è ñòðàòåãè÷åñêàÿ
ôîðìà êîòîðîé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.2. Ñòðàòåãè÷åñêàÿ ôîðìà ýòîé áè-
ìàòðè÷íîé èãðû èìååò äâå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ: (Ë,Ï) è (Ï,Ë) (Ë � âû-
áðàòü ëåâîå ðåáðî, Ï � âûáðàòü ïðàâîå ðåáðî). Â ýòîé èãðå èìååòñÿ âñåãî
îäíà ïîäèãðà (íå ñ÷èòàÿ âñåé èãðû), êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ïîääåðåâîì ñ êîðíåì
â óçëå ñ ìåòêîé 2. Ñóæåíèåì ñòðàòåãèé (Ë,Ï) è (Ï,Ë) íà ýòó ïîäèãðó ÿâëÿ-
þòñÿ ñòðàòåãèè Ï è Ë. ßñíî, ÷òî îïòèìàëüíîé äëÿ âòîðîãî èãðîêà ÿâëÿåòñÿ

3 Êîíöåïöèÿ ñîâåðøåííîãî ðàâíîâåñèÿ ðàçðàáîòàë Ð. Ñåëòåí (R. Selten), Íîáåëåâñêèé
ëàóðåàò â îáëàñòè ýêîíîìèêè 1994 ãîäà.
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ñòðàòåãèÿ Ë, êîòîðàÿ äàåò åìó âûèãðûø 1, â òî âðåìÿ êàê ñòðàòåãèÿ Ï äàåò
åìó íóëåâîé âûèãðûø. Ñëåäîâàòåëüíî, èç äâóõ ðàñìàòðèâàåìûõ ñòðàòåãèé
ñîâåðøåííîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ñòðàòåãèÿ (Ï,Ë).

Çàìåòèì, ÷òî ìû íàéäåì èìåííî ñòðàòåãèþ (Ï,Ë), åñëè ïðèìåíèì ìåòîä
îáðàòíîé èíäóêöèè ê ðàññìàòðèâàåìîé ïîçèöèîííîé èãðå. Íåòðóäíî óáå-
äèòüñÿ â òîì, ÷òî ìåòîä îáðàòíîé èíäóêöèè âñåãäà íàõîäèò ñîâåðøåííîå
ðàâíîâåñèå.

3.4 Ñîâåðøåííîå áàéåñîâñêîå ðàâíîâåñèå

Ïîñêîëüêó ïîäèãðà íå ìîæåò ïåðåñåêàòü èíôîðìàöèîííûå ìíîæåñòâà, òî
â èãðàõ ñ íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé ÷àñòî ìû áóäåì èìåòü òîëüêî îäíó
ïîäèãðó, ñîâïàäàþùóþ ñ èñõîäíîé èãðîé, è òîãäà âñå ðàâíîâåñèÿ áóäóò ñî-
âåðøåííûìè. ×òîáû âñå æå èñêëþ÷èòü íåæåëàòåëüíûå ðàâíîâåñèÿ â èãðàõ
ñ íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé áûëà ðàçðàáîòàíà êîíöåïöèÿ ñîâåðøåííîãî
áàéåñîâñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

Ðàññìîòðèì ïîçèöèîííóöþ èãðó ñ íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé Γ, çà-
äàííóþ äåðåâîì èãðû T = (V,E). Ïóñòü â ýòîé èãðå ó÷àñòâóþò n èãðîêîâ,
è ïóñòü I(v) îáîçíà÷àåò èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî, êîòîðîìó ïðèíàäëå-
æèò ïîçèöèÿ v ∈ V . Ñèñòåìà ïðåäñòàâëåíèé èãðîêîâ çàäàåòñÿ ôóíêöèåé
µ : V → [0, 1], çíà÷åíèÿ êîòîðîé èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê âåðîÿòíîñòè, ïðè-
ïèñàííûå ïîçèöèÿì èãðû, ïðè÷åì, ñóììà âåðîÿòíîñòåé, ïðèïèñàííûõ ïîçè-
öèÿì îäíîãî èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà, äîëæíà áûòü ðàâíà 1. Ñóæåíèå
ôóíêöèè µ íà ïîäìíîæåñòâî ïîçèöèé Vi èãðîêà i, çàäàåò cèñòåìó ïðåä-
ñòàâëåíèé èãðîêà i: åñëè èãðà äîñòèãëà íåêîòîðîãî åãî èíôîðìàöèîííîãî
ìíîæåñòâà, òî èãðîê ïîëàãàåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí íàõîäèòñÿ â
ïîçèöèè v ýòîãî èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà, ðàâíà µ(v).

Äëÿ çàäàííîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíèé èãðîêîâ µ ìû ìîæåì ðàñøèðèòü
ïîíÿòèå ïîäèãðû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîäèãðà Γ(I), ïîðîæäåííàÿ èíôîð-
ìàöèîííûì ìíîæåñòâîì I, ïîëó÷àåòñÿ äîáàâëåíèåì ê ëåñó ïîääåðåâüåâ ñ
êîðíÿìè â óçëàõ v ∈ I íîâîé íà÷àëüíîé ïîçèöèè s (êîðíÿ íîâîãî äåðåâà),
èç êîòîðîé äåëàåòñÿ ñëó÷àéíûé õîä, êîòîðûé ñ âåðîÿòíîñòüþ µ(v) ïåðåâå-
äåò èãðó â ïîçèöèþ v ∈ I. Êàê è ðàíåå, ïîäèãðà íå äîëæíà ïåðåñåêàòü
èíôîðìàöèîííûå ìíîæåñòâà.

Ïóñòü γ åñòü ñòðàòåãè÷åñêàÿ ôîðìà ïîçèöèîííîé èãðû Γ. Ñèòóàöèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ Íýøà (â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ) (p∗1, . . . , p

∗
n) â èãðå γ íàçûâàåòñÿ

ñîâåðøåííûì áàéåñîâñêèì ðàâíîâåñèåì â ïîçèöèîííîé èãðå Γ, åñëè äëÿ ñè-
ñòåìû ïðåäñòàâëåíèé èãðîêîâ µ, âû÷èñëåííîé ïî ïðàâèëó Áàéåñà4

µ(v) =
P(v)∑

w∈I(v) P(w)
, (3.1)

ñóæåíèå ñèòóàöèè (p∗1, . . . , p
∗
n) íà ëþáóþ èç ïîäèãð Γ(I) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñè-

òóàöèåé ðàâíîâåñÿ äëÿ ñòðàòåãè÷åñêîé ôîðìû ïîäèãðû Γ(I). Çäåñü P(v) îáî-

4 P(A|B) =
P(AB)
P(B)

=
P(B|A)P(A)

P(B)
.
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Ðèñ. 3.3: Ïîäèãðà, îïðåäåëåííîé ïî èíôîðìàöèîííîìó ìíîæåñòâó {F,G}

çíà÷àåò âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ñèòóàöèè (p∗1, . . . , p
∗
n) èãðà

äîñòèãíåò ïîçèöèè v.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ðàññìîòðèì èãðó èç ïðèìåðà 3.1 (óïðîùåííûé âà-

ðèàíò èãðû â ïîêåð) ïðè p = 1
2 è a = 1. Â äàííîé èãðå åäèíñòâåííàÿ ïîäèãðà

îïðåäåëÿåòñÿ ïî èíôîðìàöèîííîìó ìíîæåñòâó {F,G} èãðîêà 2. Ïðè óñëî-
âèè, ÷òî èãðîê 1 ïðèìåíÿåò ñâîþ ðàâíîâåñíóþ ñòðàòåãèþ p∗ = ( 1

3 ,
2
3 , 0, 0)T ,

èãðà äîñòèãíåò ïîçèöèè F ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
2 , à ïîçèöèè G� ñ âåðîÿòíîñòüþ

1
6 (äîêàæèòå ýòî!). Ïîýòîìó

µ(F ) =
1
2

1
2 + 1

6

=
3
4
, µ(G) =

1
6

1
2 + 1

6

=
1
4
.

Äåðåâî ïîäèãðû, îïðåäåëåííîé ïî èíôîðìàöèîííîìó ìíîæåñòâó {F,G},
ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 3.3. Â ýòîé ïîäèãðå ëþáàÿ èç ñòðàòåãèé ¾Ïàñ¿ èëè
¾Îáúÿâèòü èãðó¿ äàåò èãðîêó 2 îäèíàêîâûé âûèãðûø −1. Ïîýòîìó è ëþáàÿ
êîìáèíàöèÿ ýòèõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé, â ÷àñòíîñòè ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ q∗ =
( 2

3 ,
1
3 )T áóäåò îïòèìàëüíîé äëÿ èãðîêà 2.

Çàìå÷àíèå 3.1 Â ñëó÷àå, êîãäà â èãðå èìåþþòñÿ èíôîðìàöèîííûå ìíî-
æåñòâà, êîòîðûå íèêîãäà íå äîñòèãàþòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñèòóàöèè
(p∗1, . . . , p

∗
n), ìû íå ìîæåì ïðèìåíèòü ôîðìóëó (3.1) (ïîñêîëüêó íà íîëü

äåëèòü íåëüçÿ). Ïîçèöèÿì òàêîãî èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà ìîæíî
ïðîèçâîëüíî ïðèïèñàòü ëþáûå âåðîÿòíîñòè µ(v).

3.5 Ïðèìåðû

Ïðèìåð 3.2 (Microscape ïðîòèâ Netsoft) Ôèðìà Netsoft (èãðîê 1) ðàç-
ðàáîòàëà íîâûé áðàóçåð. Ôèðìà Microscape (èãðîê 2) ìîæåò ëèáî îñòà-
âèòü âûçîâ áåç îòâåòà ëèáî ïîïðîáîâàòü ðàçðàáîòàòü àíàëîãè÷íûé ïðî-
äóêò. Îíè ìîãóò ðàçðàáîòàòü ñâîé äîðîãîé è ìåäëåííûé áðàóçåð, èëè íà-
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Ðèñ. 3.4: Äåðåâî èãðû Microscape ïðîòèâ Netsoft

íÿòü èíæåíåðîâ Netsoft, ÷òîáû îíè ñäåëàëè ýòî. Netsoft ìîæåò ïðåäîò-
âðàòèòü ýòî, çàêëþ÷èâ (äîðîãèå) êîíòðàêòû ñî ñâîèìè èíæåíåðàìè, èëè
ìîæåò íè÷åãî íå ïðåäïðèíèìàòü. Åñëè Microscape ðåøèò ðàçðàáîòàòü
ñâîé ïðîäóêò, Netsoft ìîæåò áîðîòüñÿ ñ Microscape èëè ðàçäåëèòü ñ íåé
ðûíîê. Äåðåâî èãðû ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 3.4. Ïîñòðîèòü ñòðàòåãè÷åñêóþ
ôîðìó èãðû è ðåøèòü åå.

Påøåíèå. Ó èãðîêà 1 äâà èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòà, â êàæäîé ïîçè-
öèè êàæäîãî èç ýòèõ ìíîæåñòâ èãðîê èìååò ïî äâà õîäà. Ñëåäîâàòåëüíî,
èãðîê I èìååò 2 · 2 = 4 ñòðàòåãèè:

ÇÊèÁ � çàêëþ÷èòü êîíòðàêòû è áîðîòüñÿ;

ÇÊèÊ � çàêëþ÷èòü êîíòðàêòû è êîîïåðèðîâàòüñÿ;

ÍÇÊèÁ � íå çàêëþ÷àòü êîíòðàêòû è áîðîòüñÿ;

ÍÇÊèÊ � íå çàêëþ÷àòü êîíòðàêòû è êîîïåðèðîâàòüñÿ.

Ó èãðîêà 2 îäíî èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî, â ïîçèöèÿõ êîòîðîãî èãðîê 2
èìååò ïî äâà õîäà. Ïîýòîìó èãðîê 2 èìååò äâå ñòðàòåãèè:

ÐÁ � ðàçðàáîòàòü ñâîé áðàóçåð;

ÍÐÁ � íå ðàçðàáàòûâàòü ñâîé áðàóçåð.

Ñòðàòåãè÷åñêàÿ ôîðìà äàííîé èãðû åñòü ñëåäóþùàÿ áèìàòðè÷íàÿ èãðà:
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ÐÁ ÍÐÁ
ÇÊèÁ (170,−50) (400, 0∗)
ÇÊèK (150, 60∗) (400, 0)

ÍÇÊèÁ (230, 90∗) (500∗, 0)
ÍÇÊèÊ (250∗, 150∗) (500∗, 0)

Ìû âèäèì, ÷òî èãðà èìååò îäíó ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ
(ÍÇÊèÊ,ÐÁ), ïðè ðåàëèçàöèè êîòîðîé èãðîê 1 ïîëó÷èò 250, à èãðîê 2 �
150 åäèíèö. 2

3.6 Óïðàæíåíèÿ

1. Ïîêåð Êóíà5 � ýòî àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ óïðîùåí-
íûì âàðèàíòîì ïîêåðà. Èãðà ïðîõîäèò ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

• Îáà èãðîêà äåëàþò ñòàâêó, ðàâíóþ 1.

• Êîëîäà êàðò, êîòîðàÿ ñîäåðæèò òîëüêî òðè êàðòû, ñêàæåì, êîðîëÿ,
äàìó è âàëåòà, òàñóåòñÿ è ïî îäíîé êàðòå ñäàåòñÿ îáîèì èãðîêàì (òðå-
òüÿ êàðòà èãðîêàì íå ïîêàçûâàåòñÿ).

• Èãðîê 1 ìîæåò âîçäåðæàòüñÿ èëè ïîäíÿòü ñòàâêó íà 1.

• Åñëè èãðîê 1 âîçäåðæàëñÿ:

� Èãðîê 2 ìîæåò âîçäåðæàòüñÿ èëè ïîäíÿòü ñòàâêó íà 1.

� Åñëè èãðîê 2 âîçäåðæàëñÿ, èãðîêè îòêðûâàþò êàðòû è 2 åäèíèöû
íà êîíó ïîëó÷àåò òîò èãðîê, ó êîòîðîãî áîëåå ñèëüíàÿ êàðòà.

� Åñëè èãðîê 2 ïîäíèìàåò ñòàâêó (íà êîíó óæå 3 åäèíèöû), èãðîê 1
ìîæåò ñïàñîâàòü èëè îáúÿâèòü èãðó, äîáàâëÿÿ íà êîí åùå îäíó
åäèíèöó.

� Åñëè èãðîê 1 ïàñóåò, èãðîê 2 âûèãðûâàå 3 åäèíèöû.

� Åñëè èãðîê 1 îáúÿâëÿåò èãðó, êàðòû îòêðûâàþòñÿ è âñå 4 åäèíèöû
íà êîíó ïîëó÷àåò òîò èãðîê, ó êîòîðîãî áîëåå ñèëüíàÿ êàðòà.

• Åñëè èãðîê 1 ïîäíÿë ñòàâêó:

� Èãðîê 2 ìîæåò ñïàñîâàòü èëè îáúÿâèòü èãðó, äîáàâëÿÿ íà êîí
åùå îäíó åäèíèöó.

� Åñëè èãðîê 2 ïàñóåò, èãðîê 1 âûèãðûâàå 3 åäèíèöû.

� Åñëè èãðîê 1 îáúÿâëÿåò èãðó, êàðòû îòêðûâàþòñÿ è âñå 4 åäèíèöû
íà êîíó ïîëó÷àåò òîò èãðîê, ó êîòîðîãî áîëåå ñèëüíàÿ êàðòà.

5 H.W. Kuhn. Simpli�ed two-person poker. In H.W. Kuhn and A.W. Tucker (editors),
Contributions to the Theory of Games, v. 1, pp. 97-103, Princeton University Press, 1950.
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2. PlayBox ïðîòèâ X-Station Â íà÷àëå ãîäà ïðîèçâîäèòåëè èãðîâûõ ïðè-
ñòàâîê PlayBox è X-Station äîëæíû ðåøèòü, ñ êàêîé ïðîäóêöèåé âûõîäèòü
íà ðûíîê â íîâîì ãîäó. Ó íèõ äâå àëüòåðíàòèâû: 1) ðàçðàáîòàòü ïðèíöèïè-
àëüíî íîâóþ ìîäåëü; 2) ìîäåðíèçèðîâàòü ñóùåñòâóþùóþ. Ìîäåëü äîëæíà
áûòü ãîòîâà ê ïîêàçó íà åæåãîäíîé âûñòàâêå ýëåêòðîííîé ïðîäóêöèè. Ïîñëå
âûñòàâêè, ïðîèçâîäèòåëè äîëæíû îïðåäåëèòü öåíó ñâîåé ïðîäóêöèè: âûñî-
êóþ èëè íèçêóþ. Äåðåâî èãðû ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 3.5. Ïðîâåäèòå àíàëèç
4-õ ïîäèãð, íà÷èíàþùèõñÿ â óçëàõ T1 è T4. Ïîñòðîéòå ¾óñå÷åííîå¿ äåðå-
âî èãðû, óäàëèâ äîìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ. Çàïèøèòå íîðìàëüíóþ
ôîðìó óñå÷åííîé èãðû.

3. Äåðåâî ýòîé èãðû ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 3.6. Ìåòîäîì îáðàòíîé èíäóêöèè
íàéäèòå ðåøåíèå. Âûãîäíî ëè îíî èãðîêàì? Ïðè íàëè÷èè çäðàâîãî ñìûñëà
ó îáîèõ èãðîêîâ êàê èì ñëåäóåò ïîñòóïèòü?

4. Äâà èãðîêà (ïîáåäèòåëè ëîòåðåè) ðàçûãðûâàþò ãëàâíûé ïðèç ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ñíà÷àëà ïîäáðàñûâàåòñÿ ìîíåòà. Åñëè âûïàäàåò îðåë, òî ïîëàãà-
åì k = 4, à åñëè âûïàäàåò ðåøêà, òî k = 5. Â äâà îäèíàêîâûõ êîíâåðòà
êëàäóòñÿ 10k è 10k+1 äîëëàðîâ. Çàòåì ïðåäëàãàåòñÿ èãðîêó 1 âûáðàòü îäèí
èç êîíâåðòîâ, à âòîðîé êîíâåðò âðó÷àþò èãðîêó 2. Ïîñëå òîãî, êàê èãðî-
êè îòêðîþò êîíâåðòû è óâèäÿò ñâîè âûèãðûøè, èì ïðåäëàãàþò îáìåíÿòüñÿ
êîíâåðòàìè. Îáìåí ñîñòîèòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà èãðîêà äàþò ñîãëà-
ñèå íà ýòî. Ïîñòðîéòå äåðåâî èãðû, ïåðåéäèòå ê ñòðàòåãè÷åñêîé ôîðìå è
ðåøèòå åå, åñëè

a) èãðîêè íå çíàþò ðåçóëüòàòà áðîñàíèÿ ìîíåòû;

b) èãðîêè çíàþò ðåçóëüòàò áðîñàíèÿ ìîíåòû.

5. Ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ ïàöèåíò áîëåí îäíîé èç äâóõ áîëåçíåé. Òðè ýêñ-
ïåðòà íåçàâèñèìî ïðîâåðÿþò ïàöèåíòà è ñòàâÿò äèàãíîç: áîëåçíü 1 èëè áî-
ëåçíü 2. Êàæäûé èç ýêñïåðòîâ ñòàâèò ïðàâèëüíûé äèàãíîç ñ âåðîÿòíîñòüþ
q > 1/2. Êóðñ ëå÷åíèÿ íàçíà÷àåòñÿ ïî ïðèíöèïó áîëüøèíñòâà. Âñå ýêñïåð-
òû ¾õîðîøèå ëþäè¿ è çàèíòåðåñîâàíû â òîì, ÷òîáû óâåëè÷èòü âåðîÿòíîñòü
ïðàâèëüíîãî äèàãíîçà.

a) Ïðåäñòàâüòå äàííóþ ñèòóàöèþ êàê ïîçèöèîííóþ èãðó 3-x ëèö, N =
{1, 2, 3}, ãäå èãðîêè 1, 2 è 3 � ýòî ýêñïåðòû, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ ïî äâå
ñòðàòåãèè: îïðåäåëèòü áîëåçíü 1 èëè îïðåäåëèòü áîëåçíü 2. Ïåðâûé õîä â
ýòîé èãðå ñëó÷àéíûé � ïðèõîä íîâîãî ïàöèåíòà.

á) Íàéäèòå âñå ñîâåðøåííûå áàéåñîâêèå ðàâíîâåñèÿ.
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Ðèñ. 3.5: Äåðåâî èãðû PlayBox ïðîòèâ X-Station
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Ðèñ. 3.6: Äåðåâî èãðû Ñîðîêîíîæêà



Ãëàâà 4

Èãðû ñ íåïîëíîé
èíôîðìàöèåé
(áàéåñîâñêèå èãðû)

Ìíîãèå âàæíûå ýêîíîìè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå èãðû,
ïåðåä íà÷àëîì êîòîðîé íåêîòîðûå èãðîêè ñêðûâàþò îò äðóãèõ èãðîêîâ âàæ-
íûå ñâåäåíèÿ, çíàíèå êîòîðûõ ìîæåò ïîâëèÿòü íà ðåøåíèÿ äðóãèõ èãðîêîâ.
Òàêèå èãðû íàçûâàþòñÿ èãðàìè ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé èëè Áàéåñîâñêèìè
èãðàìè. Ýòè èãðû íå ñëåäóåò ïóòàòü ñ èãðàìè ñ íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöè-
åé, â êîòîðûõ íåïîëíàÿ èíôîðìèðîâàííîñòü èãðîêîâ ïîÿâëÿåòñÿ â ïðîöåññå
èãðû èç-çà íåâîçìîæíîñòè íàáëþäàòü äåéñòâèÿ äðóãèõ èãðîêîâ.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íåïîëíàÿ èíôîðìèðîâàííîñòü èãðîêà îçíà÷àåò, ÷òî
îí íå çíàþò òî÷íîãî âèäà ôóíêöèé âûèãðûøåé äðóãèõ èãðîêîâ. Íà÷íåì ñ
ïðèìåðîâ.

4.1 Äóîïîëèÿ Êóðíî

ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé

4.1.1 Âàðèàíò 1

Äàâàéòå âåðíåìñÿ ê ìîäåëè äóîïîëèè Êóðíî èç � 2.3.1. Íî òåïåðü ìû ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ôèðìà 1 òî÷íî íå çíàåò òåõíîëîãèè ôèðìû 2. Ôèðìà 1 ïî-
ëàãàåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ θ ôèðìà 2 èñïîëüçóåò ñòàðóþ òåõíîëîãèþ, äëÿ
êîòîðîé ñòîèìîñòü âûïóñêà åäèíèöû ïðîäóêöèè âûñîêàÿ è ðàâíà cH , è ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1 − θ ôèðìà 2 èñïîëüçóåò íîâóþ òåõíîëîãèþ, äëÿ êîòîðîé
ñòîèìîñòü âûïóñêà åäèíèöû ïðîäóêöèè íèçêàÿ è ðàâíà cL. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, ïðîèçâîäñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ôèðìû 1 ðàâíà g1(y1) = c1y1 è ôèðìà 1
ïîëàãàåò, ÷òî g2(y2) = cHy2 ñ âåðîÿòíîñòüþ θ è g2(y2) = cLy2 ñ âåðîÿòíîñòüþ
1 − θ. Çàìåòèì, ÷òî ôèðìà 2 òî÷íî çíàåò ñâîþ òåõíîëîãèþ, ò.å. îíà òî÷íî
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çíàåò ñâîþ ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ.
Ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè âûïóñêà q1 ôèðìû 1, ôèðìà 2 îïðåäåëÿåò ñâîé

âûïóñê, ìàêñèìèçèðóÿ ñâîþ ôóíêöèþ ÷èñòîé ïðèáûëè.
Åñëè g2(y2) = cHy2, ôèðìà 2 ðåøàåò çàäà÷ó:

φ2(y1, y2; cH) =
a− y1 − y2

b
y2 − cHy2 → max

y2 ≥ 0.

Èç óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà

∂φ2

∂y2
=
a− y1 − 2y2

b
− cH = 0

íàõîäèì îïòèìàëüíûé âûïóñê

y2(cH) =
a− y1 − cHb

2
(4.1)

ôèðìû 2.
Àíàëîãè÷íî, åñëè g2(y2) = cLy2, ôèðìà 2 ðåøàåò çàäà÷ó:

φ2(y1, y2; cL) =
a− y1 − y2

b
y2 − cLy2 → max

y2 ≥ 0

è íàõîäèò, ÷òî åå îïòèìàëüíûé âûïóñê ðàâåí

y2(cL) =
a− y1 − cLb

2
. (4.2)

Ñðåäíÿÿ ÷èñòàÿ ïðèáûëü ôèðìû 1 ðàâíà

φ1(y1, θy2(cH) + (1− θ)y2(cL)) =
a− y1 − θy2(cH) + (1− θ)y2(cL)

b
y1 − c1y1.

Îïòèìàëüíûé âûïóñê ôèðìû 1 äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ îïòèìàëü-
íîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà

∂φ1(y1, θy2(cH) + (1− θ)y2(cL))
∂y1

=

a− θy2(cH)− (1− θ)y2(cL)
b

− 2
b
y1 − c1 = 0. (4.3)

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.1), (4.2) è (4.3), íàõîäèì

y1 =
a+ (θcH + (1− θ)cL − 2c1)b

3
,

y2(cH) =
a− 2cH + c1b

3
+

1− θ
6

(cH − cL)b,

y2(cL) =
a− 2cL + c1b

3
+
θ

6
(cH − cL)b.
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4.1.2 Âàðèàíò 2

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîèçâîäñòâåííûå èçäåðæêè îáåèõ ôèðì ìîãóò
áûòü âûñîêèìè èëè íèçêèìè. Â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî èõ ïðîèçâîäñòâåííûå
ôóíêöèè è ôóíêöèè ÷èñòîé ïðèáûëè (âûèãðûøè) ñëåäóþùèå:

• èçäåðæêè âûñîêèå

gi(yi; cH) = cHyi,

φi(y1, y2; cH) =
a− y1 − y2

b
yi − cHyi;

• èçäåðæêè íèçêèå

gi(yi; cL) = cLyi,

φi(y1, y2; cL) =
a− y1 − y2

b
yi − cLyi .

Ïåðåä íà÷àëîì ïðîèçâîäñòâà êàæäàÿ èç ôèðì òî÷íî çíàåò ñâîè èçäåðæ-
êè íà åäèíèöó âûïóñêà: cH èëè cL. Íî îáå ôèðìû òî÷íî íå çíàþò èçäåðæêè
êîíêóðåíòà. Ïðåäñòàâëåíèÿ ôèðìû îá èçäåðæêàõ êîíêóðåíòà çàäàíû óñëîâ-
íûìè âåðîÿòíîñòÿìè:

• µ1(H|H) = µ1(c2 = cH |c1 = cH) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåðæêè
ôèðìû 2 ðàâíû cH , ïðè óñëîâèè ÷òî èçäåðæêè ôèðìû 1 ðàâíû cH ;

• µ1(L|H) = µ1(c2 = cL|c1 = cH) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåðæêè
ôèðìû 2 ðàâíû cL, ïðè óñëîâèè ÷òî èçäåðæêè ôèðìû 1 ðàâíû cH ;

• µ1(H|L) = µ1(c2 = cH |c1 = cL) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåðæêè
ôèðìû 2 ðàâíû cH , ïðè óñëîâèè ÷òî èçäåðæêè ôèðìû 1 ðàâíû cL;

• µ1(L|L) = µ1(c2 = cL|c1 = cL) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåðæêè
ôèðìû 2 ðàâíû cL, ïðè óñëîâèè ÷òî èçäåðæêè ôèðìû 1 ðàâíû cL;

• µ2(H|H) = µ2(c1 = cH |c2 = cH) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåðæêè
ôèðìû 1 ðàâíû cH , ïðè óñëîâèè ÷òî èçäåðæêè ôèðìû 2 ðàâíû cH ;

• µ2(L|H) = µ2(c1 = cL|c2 = cH) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåðæêè
ôèðìû 1 ðàâíû cL, ïðè óñëîâèè ÷òî èçäåðæêè ôèðìû 2 ðàâíû cH ;

• µ2(H|L) = µ2(c1 = cH |c2 = cL) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåðæêè
ôèðìû 1 ðàâíû cH , ïðè óñëîâèè ÷òî èçäåðæêè ôèðìû 2 ðàâíû cL;

• µ2(L|L) = µ2(c1 = cL|c2 = cL) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåðæêè
ôèðìû 1 ðàâíû cL, ïðè óñëîâèè ÷òî èçäåðæêè ôèðìû 2 ðàâíû cL.

Íàïðèìåð,

µ1(c2 = cH |c1 = cH) = µ1(c2 = cH |c1 = cL) = θ,

µ1(c2 = cL|c2 = cH) = µ1(c2 = cL|c1 = cL) = 1− θ.
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Âûïóñê (ñòðàòåãèÿ) yi ôèðìû i åñòü ôóíêöèÿ îò åå èçäåðæåê, ò.å. yi =
yi(cH) èëè yi = yi(cL). Åñëè c1 = cH , ôèðìà 1 îïðåäåëÿåò ñâîþ ñðåäíþþ
÷èñòóþ ïðèáûëü y1(cH) (âûèãðûø), êàê îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ñëåäóþùåé
çàäà÷è

φ1(y1, µ1(H|H)y2(cH) + µ1(L|H)y2(cL); cH) =
a− y1 − µ1(H|H)y2(cH)− µ1(L|H)y2(cL)

b
y1 − cHy1 → max

y1 ≥ 0.

(4.4)

Åñëè c1 = cL, òî y1(cL) åñòü îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è

φ1(y1, µ1(H|L)y2(cH) + µ1(L|L)y2(cL); cL) =
a− y1 − µ1(H|L)y2(cH)− µ1(L|L)y2(cL)

b
y1 − cLy1 → max

y1 ≥ 0.

(4.5)

Àíàëîãè÷íî, åñëè c2 = cH , òî y2(cH) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è

φ2(µ2(H|H)y1(cH) + µ2(L|H)y1(cL), y2; cH) =
a− µ2(H|H)y1(cH)− µ2(L|H)y1(cL)− y2

b
y2 − cHy2 → max

y2 ≥ 0,

(4.6)

à åñëè c2 = cL, òî y2(cL) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è

φ2(µ2(H|L)y1(cH)− µ2(L|L)y1(cL), y2; cL) =
a− µ2(H|L)y1(cH)− µ2(L|L)y1(CL)− y2

b
y2 − cLy2 → max

y2 ≥ 0.

(4.7)

Çàïèñûâàÿ óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ çàäà÷ (4.4)�
(4.7), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé

y1(cH) =
1
2

(a− µ1(H|H)y2(cH)− µ1(L|H)y2(cL)− cHb),

y1(cL) =
1
2

(a− µ1(H|L)y2(cH)− µ1(L|L)y2(cL)− cLb),

y2(cH) =
1
2

(a− µ2(H|H)y1(cH)− µ2(L|H)y1(cL)− cHb),

y2(cL) =
1
2

(a− µ2(H|L)y1(cH)− µ2(L|L)y2(cL)− cLb),

ðåøàÿ êîòîðóþ ìû íàéäåì îïòèìàëüíûå âûïóñêè (ñòðàòåãèè) y1(cH), y1(cL),
y2(cH) è y2(cL) îáåèõ ôèðì.
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4.2 Áàéåñîâñêèå èãðû

Áàéåñîâñêàÿ èãðà çàäàåòñÿ ÷åòâåðêîé

G = (N, {Si}ni=1, {Ti}ni=1, {φi}ni=1, {µi}ni=1) ,

ãäå

• N = {1, . . . , n} � ìíîæåñòâî èãðîêîâ;

• Si � ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé èãðîêà i, i = 1, . . . , n;

• Ti � ìíîæåñòâî òèïîâ èãðîêà i, i = 1, . . . , n;

• φi :
∏n
j=1 Sj × Ti → R � ôóíêöèÿ âûèãðûøåé èãðîêà i, i = 1, . . . , n;

• µi :
∏n
j=1 Tj → [0, 1] � ïðåäñòàâëåíèå èãðîêà i î òèïàõ äðóãèõ èãðîêîâ,

i = 1, . . . , n.

Òèï èãðîêà ïðåäñòàâëÿåò èíôîðìàöèþ, èçâåñòíóþ ñàìîìó èãðîêó, íî íåèç-
âåñòíóþ äðóãèì èãðîêàì. Òåïåðü âûáîð ñòðàòåãèè èãðîêà çàâèñèò îò åãî
òèïà, ò.å. ñòðàòåãèÿ si ∈ Si èãðîêà i åñòü ôóíêöèÿ åãî òèïà ti ∈ Ti: si =
si(ti). Íàïðèìåð, â ðàññìîòðåííîé íàìè ìîäåëè äóîïîëèè Êóðíî ìû ìîæåì
îïðåäåëèòü òèïû è ñòðàòåãèè èãðîêîâ òàê: T1 = {cH , cL}, T2 = {cH , cL},
y1(cH), y1(cL), y2(cH), y2(cL).

Âûèãðûø èãðîêà i çàâèñèò îò âûáðàííûõ èãðîêàìè ñòðàòåãèé, à òàêæå
îò òèïà èãðîêà i. Åñëè ñëîæèëàñü ñèòóàöèÿ s = (s1, . . . , sn) è ðåàëüíûé òèï
èãðîêà i ðàâåí ti (ti ∈ Ti), òî èãðîê i âûèãðûâàåò ñóììó φi(s1, . . . , sn; ti).
Íàïðèìåð, âûèãðûø èãðîêà i (ôèðìû i) â ìîäåëè äóîïîëèè Êóðíî ðàâåí

φi(y1, y2; cH) =
a− y1 − y2

b
yi − cHyi ,

φi(y1, y2; cL) =
a− y1 − y2

b
yi − cLyi .

Ïðåäñòàâëåíèå èãðîêà i î òèïàõ äðóãèõ èãðîêîâ åñòü óñëîâíàÿ âåðîÿò-
íîñòü

µi(t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tn|ti) (4.8)

òîãî, ÷òî òèïû äðóãèõ èãðîêîâ ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tn,
åñëè òèï ñàìîãî èãðîêà i ðàâåí ti. Óäîáíî ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ

t−i
def= (t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tn),

T−i
def= T1 × · · · × Ti−1 × Ti+1 × · · · × Tn,

è çàïèñûâàòü óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü (4.8) ñëåäóþùèì îáðàçîì: µi(t−i|ti).
Äëÿ ïðèìåðà, âñïîìíèì, ÷òî µ1(c2 = cL|c1 = cH) = µ1(L|H) åñòü âåðî-

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåðæêè ôèðìû 2 ðàâíû cL, ïðè óñëîâèè ÷òî èçäåðæêè
ôèðìû 1 ðàâíû cH .
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4.2.1 Áàéåñîâñêîå ðàâíîâåñèå Íýøà

Ðàññìîòðèì áàéåñîâñêóþ èãðó

G = (N, {Si}ni=1, {Ti}ni=1, {φi}ni=1, {µi}ni=1) .

Áàéåñîâñêîé ñòðàòåãèåé èãðîêà i íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ s̃i : Ti → Si
1 Êàê

è äëÿ îáû÷íûõ áåñêîîëèöèîííûõ èãð, íàáîð áàéåñîâñêèõ ñòðàòåãèé íàçû-
âàåì ñèòóàöèåé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ìíîæåñòâà Ti êîíå÷íûå. Ñèòóàöèÿ
(s̃∗1, . . . , s̃

∗
n) íàçûâàåòñÿ áàéåñîâñêèì ðàâíîâåñèåì Íýøà, åñëè äëÿ êàæäîãî

èãðîêà i è êàæäîãî åãî òèïà ti ∈ Ti ñòðàòåãèÿ s̃∗i ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäó-
þùåé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è

max
si∈Si

∑
t−i∈T−i

φi(s̃∗1(t1), . . . , s̃∗i−1(ti−1), si, s̃∗i+1(ti+1), . . . , s̃∗n(tn); ti) · µi(t−i|ti),

â êîòîðîé èùåòñÿ îïòèìàëüíûé îòâåò èãðîêà i íà ñëîæèâøóþñÿ ñèòóàöèþ.
Â ÷àñòíîñòè, â áàéåñîâñêîé èãðå äâóõ ëèö

G = ({1, 2}, {S1, S2}, {T1, T2}, {φ1, φ2}, {µ1, µ2})

ïàðà áàéåñîâñêèõ ñòðàòåãèé (s̃∗1, s̃
∗
2) îáðàçóåò áàéåñîâñêîå ðàâíîâåñèå Íýøà,

åñëè

• äëÿ êàæäîãî òèïà t1 ∈ T1 èãðîêà 1

s̃∗1(t1) ∈ arg max
s1∈S1

∑
t2∈T2

φ1(s1, s̃
∗
2(t2); t1) · µ1(t2|t1)

• è äëÿ êàæäîãî òèïà t2 ∈ T2 èãðîêà 2

s̃∗2(t2) ∈ arg max
s2∈S2

∑
t1∈T1

φ2(s̃∗1(t1), s2; t2) · µ2(t1|t2).

Åñëè áàéåñîâñêàÿ èãðà êîíå÷íàÿ (âñå ìíîæåñòâà Ti è Si êîíå÷íûå), òî
ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà i ∈ N îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ
p̃i : Ti → ΣSi , ãäå äëÿ t ∈ Ti âåêòîð p̃i(t) = (p̃i1(t), . . . , p̃i,|Si|(t)) çàäàåò
ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâå Si (÷èñòûõ) ñòðàòåãèé èãðîêà i.
Ñìåøàííàÿ áàéåñîâñêàÿ ñèòóàöèÿ (p̃∗1, . . . , p̃

∗
n) ÿâëÿåòñÿ áàéåñîâñêèì ðàâíî-

âåñèåì â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ, åñëè äëÿ êàæäîãî èãðîêà i è êàæäîãî åãî
òèïà ti ∈ Ti ñìåøàííàÿ áàéåñîâñêàÿ ñòðàòåãèÿ p̃∗i (ti) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì
îòâåòîì èãðîêà i íà ñëîæèâøóþñÿ ñèòóàöèþ:

p̃∗i (ti) ∈ arg max
pi∈ΣSi

∑
t−i∈T−i

∑
s∈

Qn
j=1 Sj

φi(s; ti) · µi(t−i|ti)×

p̃∗1,s1(t1) . . . p̃∗i−1,si−1
(ti−1) pi,si p̃

∗
i+1,si+1

(ti+1) . . . p̃∗n,sn
(tn).

1 Çäåñü è äàëåå â ýòîé ãëàâå äëÿ óäîáñòâà áàéåñîâñêèå ñòðàòåãèè ïîìåíû çíàêîì ¾∼¿.
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4.3 Àóêöèîíû

Ïåðâóþ ôîðìàëèçàöèþ àóêöèîíîâ ïðåäëîæèë Íîáåëåâñêèé ëàóðåàò â îáëà-
ñòè ýêîíîìèêè 1996 ãîäà Â. Âèêðåé (W. Vickrey). Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû íå
ñîáèðàåìñÿ èçó÷àòü òåîðèþ àóêöèîíîâ, à ëèøü ðàññìîòðèì äâà êîíêðåòíûõ
ïðèìåðà äëÿ äåìîíñòðàöèè êîíöåïöèè áàéåñîâñêîãî ðàâíîâåñèÿ.

4.3.1 Àóêöèîíû ïåðâîé öåíû

Íà àóêöèîíå ïðîäàåòñÿ îäèí îáúåêò. Äâà ïîêóïàòåëÿ, 1-é è 2-é, îäíîâðå-
ìåííî îáúÿâëÿþò ñóììû b1 è b2, êîòîðûå îíè ñîãëàñíû çàïëàòèòü çà äàí-
íûé îáúåêò. Âûèãðûâàåò (ïîêóïàåò îáúåêò çà îáúÿâëåííóþ öåíó) òîò ïî-
êóïàòåëü, êîòîðûé íàçíà÷èë áîëåå âûñîêóþ öåíó. Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà öåí,
b1 = b2, ïîáåäèòåëü îïðåäåëÿåòñÿ ïîäáðàñûâàíèåì ìîíåòû.

Ïîêóïàòåëü i èìååò ñâîþ îöåíêó vi ∈ [0, 1] ñòîèìîñòè ïðîäàâàåìîãî îáú-
åêòà, i = 1, 2. Âåëè÷èíû v1 è v2 íå çàâèñÿò îäíà îò äðóãîé. Ôóíêöèè âûèã-
ðûøåé ïîêóïàòåëåé (èãðîêîâ) ñëåäóþùèå:

φ1(b1, b2; v1) =

 v1 − b1, åñëè b1 > b2,
1
2 (v1 − b1), åñëè b1 = b2,

0, åñëè b1 < b2,

φ2(b1, b2; v2) =

 v2 − b2, åñëè b2 > b1,
1
2 (v2 − b2), åñëè b2 = b1,

0, åñëè b2 < b1.

Èòàê, ìû èìååì áàéåñîâñêóþ èãðó äâóõ ëèö, â êîòîðîé S1 = S2 = [0,∞),
T1 = T2 = [0, 1], ïðè÷åì, èãðîê 2 íè÷åãî íå çíàåò î v1 è ïîýòîìó ïîëàãàåò, ÷òî
v1 åñòü ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà [0, 1] ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, à èãðîê 1
òàêæå íè÷åãî íå çíàåò î v2 è ïîýòîìó ïîëàãàåò, ÷òî v2 åñòü ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííàÿ íà [0, 1] ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Áàéåñîâñêàÿ còðàòåãèÿ èãðîêà
i åñòü ôóíêöèÿ b̃i : Ti → Si: åñëè ïîêóïàòåëü i îöåíèâàåò îáúåêò â vi ∈ Ti,
òî íà àóêöèîíå îí îáúÿâëÿåò öåíó b̃i(vi).

Äëÿ çàäàííîãî v1 ∈ [0, 1] èãðîê 1 îïðåäåëÿåò ñòðàòåãèþ b̃1(v1), ðåøàÿ
ñëåäóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó:

max
b1≥0

(
(v1 − b1)P(b1 > b̃2(v2)) +

1
2

(v1 − b1)P(b1 = b̃2(v2))
)
. (4.9)

Â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ çàäàííîãî v2 ∈ [0, 1] èãðîê 2 îïðåäåëÿåò ñòðàòåãèþ
b2(v2), ðåøàÿ ñëåäóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó:

max
b2≥0

(
(v2 − b2)P(b2 > b̃1(v1)) +

1
2

(v2 − b2)P(b2 = b̃1(v1))
)
. (4.10)

Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé âûèãðûøåé âèäíî, ÷òî êàæäûé èç ïîêóïàòå-
ëåé ìîæåò âûèãðàòü ïîëîæèòåëüíóþ ñóììó òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íàçíà-
÷àåò öåíó, êîòîðàÿ ìåíüøå åãî îöåíêè ïðîäàâàåìîãî îáúåêòà. Ïîêàæåì, ÷òî
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êàæäîìó èç ïîêóïàòåëåé íà àóêöèîíå íóæíî îáúÿâëÿòü öåíó îáúåêòà ðàâ-
íîé ïîëîâèíå åãî ëè÷íîé îöåíêè äàííîãî îáúåêòà. Ôîðìàëüíî, ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïàðà (b̃∗1(v1) = v1/2, b̃∗2(v2) = v2/2) ÿâëÿåòñÿ áàéåñîâñêèì ðàíîâåñèåì â
äàííîé èãðå.

Ìû íàéäåì íàèëó÷øèé îòâåò èãðîêà 1 íà áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ b̃∗2(v2) =
v2/2 èãðîêà 2, ïîäñòàâëÿÿ â (4.9) çíà÷åíèå b̃∗2(v2) = v2/2 è çàòåì ðåøàÿ ñëå-
äóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó:

max
b1≥0

(
(v1 − b1)P(b1 > v2/2) +

1
2

(v1 − b1)P(b1 = v2/2)
)

=

max
b1≥0

(
(v1 − b1)P(v2 < 2b1) +

1
2

(v1 − b1)P(v2 = 2b1)
)

=

max
b1≥0

((v1 − b1)2b1) .

Èç óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà

2v1 − 4b1 = 0

íàõîäèì b̃∗1(v1) = 1
2v1.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî v1 ∈ [0, 1], ñòðàòåãèÿ b̃∗1(v1) = v1
2 ÿâëÿåòñÿ

îïòèìàëüíûì îòâåòîì èãðîêà 1 íà áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ b̃∗2(v2) = v2
2 èãðî-

êà 2. Ïî ñèììåòðèè, äëÿ êàæäîãî v2 ∈ [0, 1], ñòðàòåãèÿ b̃∗2(v2) = v2
2 ÿâëÿåòñÿ

îïòèìàëüíûì îòâåòîì èãðîêà 2 íà áàéåñîâñêóþ ñòðàòåãèþ b̃∗1(v1) = v1
2 èã-

ðîêà 1.

4.3.2 Ïàðíûé àóêöèîí

Ñíîâà íà àóêöèîíå ïðîäàåòñÿ îäèí ïðåäìåò. Ïðîäàâåö íàçûâàåò öåíó s, à
ïîêóïàòåëü � öåíó b. Åñëè b < s, òî ïðåäìåò íå ïðîäàåòñÿ. Åñëè æå b ≥ s,
òî ïðåäìåò ïðîäàåòñÿ ïî öåíå (b+ s)/2.

Ïðîäàâåö îöåíèâàåò ñâîé ïðåäìåò ñóììîé vs ∈ (0, 1], à ïîêóïàòåëü �
ñóììîé vb ∈ [0, 1). Âåëè÷èíû vs è vb íåçàâèñèìû è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû
íà (0, 1). Ñòðàòåãèè ïðîäàâöà s(vs) åñòü ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà èíòåðâàëå
(0, 1]á à ñòðàòåãèÿ ïîêóïàòåëÿ b(vb) åñòü ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà èíòåðâàëå
[0, 1).

Ôóíêöèè âûèãðûøåé ïðîäàâöà è ïîêóïàòåëÿ ñëåäóþùèè:

φs(s, b; vs) =
{

(b+ s)/2− vs, åñëè b ≥ s,
0, åñëè b < s,

(4.11)

φb(s, b; vb) =
{
vb − (b+ s)/2, åñëè b ≥ s,

0, åñëè b < s.
(4.12)

Oïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè ïðîäàâöà s̃∗(vs) è ïîêóïàòåëÿ b̃∗(vb) ÿâëÿþòñÿ
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ðåøåíèÿìè âêëþ÷åíèé:

s̃∗(vs) ∈ arg max
s∈(0,1]

(
s+ E(b̃∗(vb)|b̃∗(vb) ≥ s)

2
− vs

)
· P(b̃∗(vb) ≥ s), (4.13)

b̃∗(vb) ∈ arg max
b∈[0,1)

(
vb −

E(s̃∗(vs)|b ≥ s̃∗(vs)) + b

2

)
· P(b ≥ s̃∗(vs)). (4.14)

Ñîâìåñòíà ëè ñèñòåìà âêëþ÷åíèé (4.13), (4.14)? Äà, ñîâìåñòíà! Ïðè÷åì,
èìåòñÿ ìíîãî ðåøåíèé. Íàïðèìåð, äëÿ ôèêñèðîâàííîãî x ∈ (0, 1) îïðåäåëèì

s̃∗(vs) =
{
x, åñëè vs ≤ x,
1, åñëè vs > x,

b̃∗(vb) =
{
x, åñëè vb ≥ x,
0, åñëè vb < x.

Â òîì, ÷òî ïàðà (s̃∗(vs), b̃∗(vb)) ÿâëÿåòñÿ áàéåñîâñêèì ðàâíîâåñèåì, ìîæíî
óáåäèòüñÿ ôîðìàëüíî ïðîâåðÿÿ ñïðàâåäëèâîñòü âêëþ÷åíèé (4.13), (4.14). Íî
ïðîùå ïðèáåãíóòü ê ëîãè÷åñêèì ðàññóæäåíèÿì. Åñëè vs > x, òî ïðîäàâåö
îáúÿâëÿåò öåíó 1, êîòîðóþ ïîêóïàòåëü íå ìîæåò ïðåâçîéòè. Â ýòîì ñëó-
÷àå ëþáàÿ ñòðàòåãèÿ ïîêóïàòåëÿ äàåò åìó íóëåâîé âûèãðûõ. Åñëè vs ≤ x,
òî ïðîäàâåö îáúÿâëÿåò öåíó x, è îïòèìàëüíûì îòâåòîì ïîêóïàòåëÿ áóäåò
îáúÿâèòü ìèíèìàëüíóþ öåíó x è êóïèòü ïðåäìåò, åñëè vb ≥ x, èëè îáú-
ÿâèòü öåíó 0 (îòêàçàòüñÿ îò ïîêóïêè), åñëè vb < x. Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî
b̃∗(vb) åñòü îïòèìàëüíûé îòâåò ïîêóïàòåëÿ íà ñòðàòåãèþ ïðîäàâöà s̃∗(vs).
Àíàëîãè÷íî ìîæíî îáîñíîâàòü òî, ÷òî ñòðàòåãèÿ ïðîäàâöà s̃∗(vs) ÿâëÿåòñÿ
îïòèìàëüíûì îòâåòîì íà ñòðàòåãèþ ïîêóïàòåëÿ b̃∗(vb).

4.4 Êîíå÷íûå áàéåñîâñêèå èãðû

Êàê çàìåòèë Äæ. Õàðñàíèé2, êîíå÷íóþ (êîãäà ó êàæäîãî èãðîêà êîíå÷íîå
÷èñëî òèïîâ è ñòðàòåãèé) áàéåñîâñêóþ èãðó ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü, ââîäÿ
Ïðèðîäó â êà÷åñòâå èãðîêà, êîòîðûé ñëó÷àéíûì îáðàçîì â ñîîòâåòñòâèè ñ
çàäàííûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé íàçíà÷àåò òèïû èãðîêàì. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èòüñÿ èãðà ñ íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé. Cèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ
â ýòîé èãðå ñ íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé ñîîòâåòñòâóþò áàéåñîâñêèì ñè-
òóàöèÿì ðàâíîâåñèÿ â èñõîäíîé áàéåñîâñêîé èãðå. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòó
èäåþ íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 4.1 Â íàñòîÿùèé ìîìåíò íà íåêîòîðîì ðûíêå ðàáîòàåò òîëüêî
îäíà ôèðìà 1, êîòîðàÿ ðåøàåò, ñëåäóåò ëè åé ìîäåðíèçèðîâàòü ñâîå ïðåä-
ïðèÿòèå. Ôèðìà 2 ðåøàåò, ñòîèò ëè åé âûéòè íà ðûíîê è ñîñòàâèòü
êîíêóðåíöèþ ôèðìå 1, åñëè ïîñëåäíÿÿ íå ìîäåðíèçèðóåò ñâîå ïðåäïðèÿòèå
(åñëè ôèðìà 1 ìîäåðíèçèðóåò ñâîå ïðåäïðèÿòèå, òî ôèðìà 2 íå ñìîæåò

2 J.C. Harsanyi. Games with Incomplete Information Played by Bayesian Players.
Management Science 14 (1967-68) 159�182, 320�334, and 486�502.
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Ðèñ. 4.1: Äåðåâî èãðû äëÿ ïðèìåðà 4.1

ñ íåé êîíêóðèðîâàòü è âîçäåðæèòñÿ îò âûõîäà íà ðûíîê). Êðîìå ýòîãî,
ôèðìà 2 íå çíàåò ðåàëüíûõ èçäåðæåê ôèðìû 1 íà ìîäåðíèçàöèþ. Ôèðìà 2
ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ ρ (0 < ρ < 1) óðîâåíü èíâåñòèöèé
âûñîêèé, à ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − ρ � íèçêèé. Äîõîäû (âûèãðûøè) ôèðì â
çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ èíâåñòèöèé ôèðìû 1 ñëåäóþùèå:

Âûñîêèé:

Âûñîêèå èçäåðæêè

B H
M 0,−2 4, 0
H 4, 2 6, 0

Íèçêèé:

Íèçêèå èçäåðæêè

B H
M 3,−2 7, 0
H 4, 2 6, 0

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ôèðìà 2 íå èìååò ñåêðåòíîé èíôîðìàöèè, òî ó íåå
âñåãî îäèí òèï |T2| = 1 (åäèíñòâåííûé òèï ôèðìû 1 ìû ìîæåì îáîçíà÷èòü
ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì). Ôèðìà 1 ñêðûâàåò èíôîðìàöèþ î ðàçìåðå èíâå-
ñòèöèé, ïîýòîìó ó íåå äâà òèïà T1 = {h, l}, ãäå h îçíà÷àåò âûñîêèé óðîâåíü
èíâåñòèöèé, à l � íèçêèé óðîâåíü.

Áàéåñîâñêàÿ còðàòåãèÿ ôèðìû 1 äîëæíà óêàçàòü åå äåéñòâèÿ äëÿ êàæ-
äîãî èç òèïîâ ôèðìû 1, ò.å. ôèðìå 1 íóæíî îïðåäåëèòü äâà çíà÷åíèÿ

s̃1(h), s̃1(l) ∈ S1 = {M,H},

ãäå M � ìîäåðíèçèðîâàòü ïðåäïðèÿòèå, H � íå ìîäåðíèçèðîâàòü. Ñòðà-
òåãèÿ s2 ∈ S2 = {B,H} ôèðìû 2 çàäàåò îäíî èç äâóõ åå ðåøåíèé: B �
âõîäèòü íà ðûíîê, à H � íå âõîäèòü.

Ñëåäóÿ èäåå Õàðñàíèé, äàííóþ áàéåñîâñêóþ èãðó ðàññìàòðèâàåì êàê
èãðó äâóõ ëèö ñ íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé, â êîòîðîé ïåðâûé ñëó÷àéíûé
õîä äåëàåò Ïðèðîäà. Äåðåâî äëÿ äàííîé èãðû ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 4.1.
Çàïèøåì ñòðàòåãè÷åñêóþ ôîðìó äëÿ ýòîé èãðû:
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B H
MM 3(1− ρ),−2 7− 3ρ, 0
MH 4(1− ρ), 2− 4ρ 6− 2ρ, 0
HM 3 + ρ,−2 + 4ρ 7− ρ, 0
HH 4, 2 6, 0

.

Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó áàéåñîâñêèìè ñòðàòåãèÿìè èãðîêà 1 è åãî ñòðàòåãèÿìè
â áèìàòðè÷íîé èãðå ñëåäóþùåå:

(s̃1(h) = M, s1(l) = M)→MM,

(s̃1(h) = M, s1(l) = H)→MH,

(s̃1(h) = H, s1(l) = M)→MH,

(s̃1(h) = H, s1(l) = H)→ HH.

Ðåøåíèå äàííîé áèìàòðè÷íîé èãðû çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ρ. Ðàññìîòðèì òðè
ñëó÷àÿ.

a) Åñëè ρ < 1
2 , òî èãðà

B H
MM 3(1− ρ),−2 7− 3ρ, 0∗

MH 4(1− ρ), (2− 4ρ)∗ 6− 2ρ, 0
HM 3 + ρ,−2 + 4ρ (7− ρ)∗, 0∗

HH 4∗, 2∗ 6, 0

èìååò äâå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ:

(HH,B) ñ âûèãðûøåì 4 ó ôèðìû 1 è âûèãðûøåì 2 ó ôèðìû 2,

(HM,H) ñ âûèãðûøåì (7− ρ) ó ôèðìû 1 è âûèãðûøåì 0 ó ôèðìû 2.

b) Åñëè ρ = 1
2 , òî èãðà

B H
MM 3

2 ,−2 11
2 , 0

∗

MH 2, 0∗ 5, 0∗

HM 7
2 , 0
∗ 13

2

∗
, 0∗

HH 4∗, 2∗ 6, 0

èìååò òå æå äâå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ, ÷òî è äëÿ ñëó÷àÿ
ρ < 1

2 .
c) Åñëè ρ > 1

2 , òî èãðà

B H
MM 3(1− ρ),−2 7− 3ρ, 0∗

MH 4(1− ρ), 2− 4ρ 6− 2ρ, 0∗

HM 3 + ρ, (−2 + 4ρ)∗ (7− ρ)∗, 0
HH 4∗, 2∗ 6, 0

èìååò îäíó ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ (HH,B). 2
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4.5 Ñèãíàëüíûå èãðû

Ñèãíàëüíàÿ èãðà� ýòî ìíîãîøàãîâàÿ èãðà äâóõ ëèö, íàçûâàåìûõ îòïðàâè-
òåëü (S) è ïîëó÷àòåëü (R). Îòïðàâèòåëü èìååò íåêîòîðûé èçâåñòíûé åìó
òèï t ∈ T (T � ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ òèïîâ), íî íåèçâåñòíûé ïîëó÷àòå-
ëþ. Â êàæäîì ðàóíäå èãðû, ñ ó÷åòîì ñâîåãî òèïà, îòïðàâèòåëü ïîñûëàåò
ñîîáùåíèå m ∈M , (M � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñîîáùåíèé). Ïîëó÷àòåëü,
èìåÿ ñîîáùåíèå m, âûáèðàåò äåéñòâèå a ∈ A (A � ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ
äåéñòâèé). Ïðè ýòîì, îòïðàâèòåëü âûèãðûâàåò φS(m, a; t), à ïîëó÷àòåëü �
φR(m, a; t). Ïóñòü µ(t) åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòïðàâèòåëü èìååò òèï t.

Áàéåñîâñêàÿ ñòðàòåãèÿ îòïðàâèòåëÿ åñòü ôóíêöèÿ m̃ : T → M , ò. å.
îòïðàâèòåëü òèïà t ïîñûëàåò ñîîáùåíèå m̃(t)3. Ñòðàòåãèÿ ïîëó÷àòåëÿ åñòü
ôóíêöèÿ ã : M → A, ò. å. ïîëó÷àòåëü, íàáëþäàÿ ñîîáùåíèå m, âûáèðàåò
äåéñòâèå ã(m).

Ïàðà áàéåñîâñêèõ ñòðàòåãèé (m̃∗, ã∗) åñòü ñîâåðøåííîå áàéåñîâñêîå ðàâ-
íîâåñèå â ñèãíàëüíîé èãðå, åñëè îïòèìàëüíûì îòâåòîì îòïðàâèòåëÿ íà ñòðà-
òåãèþ ïîëó÷àòåëÿ ã∗ ÿâëÿåòñÿ ñòðàòåãèÿ m̃∗, è íàîáîðîò, îïòèìàëüíûì îòâå-
òîì ïîëó÷àòåëÿ íà ñòðàòåãèþ îòïðàâèòåëÿ m̃∗ ÿâëÿåòñÿ ñòðàòåãèÿ ã∗. Åñëè
ìíîæåñòâî T âîçìîæíûõ òèïîâ îòïðàâèòåëÿ êîíå÷íî, òî ìû èùåì áàéåñîâ-
ñêîå ðàâíîâåñèå, ðåøàÿ âêëþ÷åíèÿ:

m̃∗(t) ∈ arg max
m∈M

φS(m, ã∗(m); t), t ∈ T, (4.15)

ã∗(m) ∈ arg max
a∈A

∑
t:m=m̃∗(t)

φR(m, a; t)µm̃∗(t|m) m ∈M, (4.16)

ãäå

µm̃∗(t|m) =
µ(t)∑

τ :m=m̃∗(τ)

µ(τ)

åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòïðàâèòåëü èìååò òèï t, ïðè óñëîâèè, ÷òî îí
ïîñëàë ñîîáùåíèå m, ïîëüçóÿñü ñòðàòåãèåé m̃∗.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâà ñîîáùåíèé M è äåéñòâèé A êîíå÷-
íûå. Ñìåøàííàÿ áàéåñîâñêàÿ ñòðàòåãèÿ îòïðàâèòåëÿ åñòü ôóíêöèÿ p̃ : T →
RM+ , ò. å. îòïðàâèòåëü òèïà t ïîñûëàåò ñîîáùåíèå m ∈ M ñ âåðîÿòíîñòüþ
p̃m(t) (

∑
t∈T p̃m(t) = 1). Ñìåøàííàÿ còðàòåãèÿ ïîëó÷àòåëÿ åñòü ôóíêöèÿ

q̃ : M → RA+, ò. å. ïîëó÷àòåëü, íàáëþäàÿ ñîîáùåíèå m, âûáèðàåò äåéñòâèå
a ∈ A ñ âåðîÿòíîñòüþ q̃a(m) (

∑
a∈A q̃a(m) = 1).

Åñëè ìíîæåñòâî T âîçìîæíûõ òèïîâ îòïðàâèòåëÿ êîíå÷íî, òî ìû èùåì
ñîâåðøåííîå áàéåñîâñêîå ðàâíîâåñèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ (p̃∗, q̃∗), ðå-
øàÿ âêëþ÷åíèÿ:

p̃∗(t) ∈ arg max
p∈ΣM

∑
m∈M

∑
a∈A

φS(m, a; t) pmq̃∗a(m), t ∈ T, (4.17)

q̃∗(m) ∈ arg max
q∈ΣA

∑
t∈T

∑
a∈A

φR(m, a; t)µp∗(t|m) qa, m ∈M. (4.18)

3 Íàïîìíèì, ÷òî ìû îòìå÷àåì çíàêîì ¾∼¿ áàéåñîâñèå ñòðàòåãèè.
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ãäå óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè µp̃∗(t|m) (µp̃∗(t|m) åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îò-
ïðàâèòåëü èìååò òèï t, åñëè ïîëó÷åíî ñîîáùåíèå m) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðàâ-
âèëó Áàéåñà:

µp̃∗(t|m) = P(t|m) =
P(m · t)
P(m)

=
P(m|t)P(t)∑
τ∈T P(m · τ)

=
P(m|t) P(t)∑

τ∈T P(m|τ) P(τ)

=
p̃∗m(t)µ(t)∑

τ∈T p̃
∗
m(τ)µ(τ)

.

(4.19)

Â äàëüíåéøåì, â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ äâóñìûñëåííîñòè, ìû áóäåì ïèñàòü
µ(t|m) âìåñòî µp̃∗(t|m), îïóñêàÿ èíäåêñ p̃∗, êîòîðûé óêàçûâàåò íà òî, ÷òî
âåðîÿòíîñòü µp̃∗(t|m) âû÷èñëåíà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îòïðàâèòåëü èñïîëü-
çóåò ñòðàòåãèþ p̃∗.

Áàéåñîâñêîå ðàâíîâåñèå â ñèãíàëüíîé èãðå íàçûâàåòñÿ ïóëîâûì ðàâíî-
âåñèåì, åñëè îòïðàâèòåëè âñåõ òèïîâ èñïîëüçóþò îäíó è òó æå ñòðàòåãèþ
(åñëè ðå÷ü èäåò î ðàâíîâåñèè â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ, òî îíè âñåãäà ïîñûëàþò
îäèíàêîâûå ñîîáùåíèÿ). Åñëè îòïðàâèòåëè ðàçëè÷íûõ òèïîâ èñïîëüçóþò
ðàçíûå ñòðàòåãèè, òî òàêîå ðàâíîâåñèå íàçûâåòñÿ îòäåëÿþùèì.

4.5.1 Ïðèìåíåíèå ñèãíàëüíûõ èãð â ýêîíîìèêå

Ïåðâûì ïðèìåíåíèåì ñèãíàëüíûõ èãð â ýêîíîìèêå áûëà ñèãíàëüíàÿ ìîäåëü
ðûíêà òðóäà, ïðåäëîæåííàÿ Íîáåëåâñêèì ëàóðåàòîì 2001 ãîäà â îáëàñòè
ýêîíîìèêè Ì. Ñïåíñîì4.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåòñÿ âñåãî äâå ãðóïïû ñëóæàùèõ. Ãðóïïà 1 ñî-
ñòîèò èç ëþäåé ñ íèçêîé ïðîäóêòèâíîñòüþ, êîòîðàÿ îöåíèâàåòñÿ çàðïëàòîé
ðàâíîé 1, à â ãðóïïó 2 âõîäÿò ëþäè ñ âûñîêîé ïðîäóêòèâíîñòüþ, êîòîðàÿ
îöåíèâàåòñÿ çàðïëàòîé ðàâíîé 2. Åñëè áû ó íàíèìàòåëåé íå áûëî âîçìîæ-
íîñòè îòëè÷àòü ëþäåé èç ðàçíûõ ãðóïï, òî îíè íàçíà÷àëè áû çàðïëàòó ñëó-
÷àéíûì îáðàçîì: 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ α è 2 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − α, ãäå α åñòü
äîëÿ ëþäåé â ãðóïïå 1. Òîãäà ñðåäíèé óðîâåíü çàðïëàòû áûë áû ðàâåí
1 ·α+ 2 · (1−α) = 2−α. Çàìåòèì, ÷òî ÷åì ìåíüøå ðàçìåð ãðóïïû 2 ëþäåé ñ
âûñîêîé ïðîäóêòèâíîñòüþ (÷åì áîëüøå α), òåì áîëüøå èõ íåóäîâëåòâîðåíèå
ñðåäíåé çàðïëàòîé 2− α.

Ñèãíàëàìè íàçûâàþò òàêèå êîñâåííûå ôàêòîðû, êîòîðûå ìîæåò íàáëþ-
äàòü ëèöî ïðèíèìàþùåå ðåøåíèå è êîòîðûå êîððåëèðîâàíû (ïîëîæèòåëüíî
èëè îòðèöàòåëüíî) ñ òåì íåíàáëþäàåìûì ôàêòîðîì, ïî çíà÷åíèþ êîòîðîãî
ìîæíî ïðèíÿòü ïðàâèëüíîå ðåøåíèå. Â äàííîì ïðèìåðå íåíàáëþäàåìûì
ôàêòîðîì äëÿ íàíèìàòåëÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäóêòèâíîñòü ÷åëîâåêà, ïðåòåíäóþ-
ùåãî ïîëó÷èòü ðàáîòó. ßñíî, ÷òî ëþäÿì èç ãðóïïû 1 íåò íèêàêîãî ðåçî-
íà îáúÿâëÿòü íàíèìàòåëþ, ÷òî îíè îáëàäàþò íèçêîé ïðîäóêòèâíîñòüþ. Â

4 A.M. Spence. Job market signaling. Quaterly Journal of Economics, 87 (1973) 355�374.
Ñì. òàêæå Íîáåëåâñêóþ ëåêöèþ:
A.M. Spence. Signalling in retrospect and the informational structure of markets.
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c1(m) = m

c2(m) = m/2

Ðèñ. 4.2: Ñèãíàëüíîå ðàâíîâåñèå

êà÷åñòâå ñèãíàëà (íàáëþäàåìîãî ôàêòîðà) Ñïåíñ èñïîëüçîâàë îáðàçîâàíèå
(òî÷íåå, êîëè÷åñòâî ëåò îáó÷åíèÿ) ïðåòåíäåíòà íà ðàáîòó. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ñòîèìîñòü îáó÷åíèÿ â òå÷åíèè ãîäà äëÿ ëþäåé èç ãðóïïû 1 ðàâíà 1 (èì
íóæíî íàíèìàòü ðåïåòèòîðîâ, òðàòèòü áîëüøå âðåìåíè íà ó÷åáó è ò. ä.),
à äëÿ ëþäåé èç ãðóïïû 2 ðàâíà 1/2. Òîãäà m ëåò îáó÷åíèÿ äëÿ ÷åëîâå-
êà èç ãðóïïû 1 ñòîèò m, à äëÿ ÷åëîâåêà èç ãðóïïû 2 ñòîèò m/2. Â ýòîì
ïðîñòîì ïðèìåðå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáðàçîâàíèå íå âëèÿåò íà ïðîäóêòèâ-
íîñòü ÷åëîâåêà â òîé ñïåöèàëüíîñòè, íà êîòîðóþ îí ïðåòåíäóåò. Çàìåòèì,
÷òî còîèìîñòü îáó÷åíèÿ îáðàòíî êîððåëèðîâàíà ñ ïðîäóêòèâíîñòüþ ÷åëî-
âåêà (íåíàáëþäàåìûì äëÿ íàíèìàòåëÿ ôàêòîðîì).

Ìû èìååì ñèãíàëüíóþ èãðó, ãäå îòïðàâèòåëÿìè ÿâëÿþòñÿ ëþäè èç ãðóïï 1
è 2, à ïîëó÷àòåëåì � íàíèìàòåëè. Îòïðàâèòåëè áûâàþò äâóõ òèïîâ: T =
{1, 2}, ãäå òèï t ∈ {1, 2} îçíà÷àåò, ÷òî ÷åëîâåê ïðèíàäëåæèò ãðóïïå t. Ìíî-
æåñòâî ñîîáùåíèé M = [0,∞) è ñîîáùåíèå m ∈ M îçíà÷àåò, ÷òî ÷åëîâåê
îáó÷àëñÿ m ëåò (çäåñü ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî m åñòü öåëîå ÷èñëî). Ó
ïîëó÷àòåëÿ (íàíèìàòåëåé) âñåãî äâà äåéñòâèÿ (ðåøåíèÿ): A = {1, 2}, ãäå
äåéñòâèå 1 îçíà÷àåò ¾íàçíà÷èòü çàðïëàòó 1¿, à äåéñòâèå 2 îçíà÷àåò ¾íà-
çíà÷èòü çàðïëàòó 2¿. Çäåñü äëÿ ëþáûõ t ∈ T , m ∈ M è a ∈ A âûèãðûøè
îòïðàâèòåëÿ ðàâåí φS(m, a; 1) = a−1·m, φS(m, a; 2) = a− 1

2 ·m, à ïîëó÷àòåëÿ
� φR(m, a; 1) = 1− a, φR(m, a; 2) = 2− a.

Íà îñíîâàíèè ïðåäøåñòâóþùåãî îïûòà íàíèìàòåëü îïðåäåëèë óðîâåíü
m∗ ∈ (1, 2), òàêîé, ÷òî ïðîäóêòèâíîñòü ÷åëîâåêà, îáó÷àâøåãîñÿ m < m∗

ëåò, ðàâíà 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, à ïðîäóêòèâíîñòü ÷åëîâåêà, îáó÷àâøåãîñÿ
m ≥ m∗ ëåò, ðàâíà 2 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1. Ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî

µ(1|m) =

{
1, m < m∗,

0, m ≥ m∗
è µ(2|m) =

{
0, m < m∗,

1, m ≥ m∗.
(4.20)

Ôóíêöèÿ w(m), âûðàæàþùàÿ çàâèñèìîñòü çàðïëàòû ÷åëîâåêà îò êîëè÷å-
ñòâà ëåò îáó÷åíèÿm, èçîáðàæåíà æèðíîé ëèíèåé íà ðèñ. 4.2. Çäåñü ôóíêöèÿ
ci(m) âûðàæàåò ñòîèìîñòü îáó÷åíèÿ äëÿ ëþäåé ãðóïïû i = 1, 2.

Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè ïîðîãîâîì ïðåäñòàâëåíèè íàíèìàòåëÿ î
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òèïå ïðåòåíäåíòà íà ðàáîòó (îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (4.20)) åãî îïòèìàëü-
íàÿ ñòðàòåãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ã(m) =

{
1, m < m∗,

2, m ≥ m∗.

Ïðè òàêîì ïîâåäåíèè íàíèìàòåëÿ âûèãðûøè ÷ëåíîâ ãðóïï 1 è ãðóïï 2 ñî-
îòâåòñòâåííî ðàâíû

u1(m) = w(m)− c1(m) =

{
1−m, m < m∗,

2−m, m ≥ m∗,

u2(m) = w(m)− c2(m) =

{
1−m/2, m < m∗,

2−m/2, m ≥ m∗.

Ìàêñèìèçèðóÿ u1(x), ãðóïïà 1 îïðåäåëÿåò ñâîþ îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ
m1 = 0, ïðè êîòîðîé åå âûèãðûø áóäåò ðàâåí u1(m1) = 1. Îïòèìàëüíîé
ñòðàòåãèåé ãðóïïû 2 ÿëÿåòñÿ m2 = m∗, ïðè êîòîðîé åå âûèãðûø áóäåò
ðàâåí u2(m2) = 2−m∗/2 > 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïòèìàëüíûì îòâåòîì îòïðàâèòåëÿ íà ñòðàòåãèþ íàíè-
ìàòåëÿ ã∗ ÿâëÿåòñÿ áàéåñîâñêàÿ ñòðàòåãèÿ m̃∗, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ïðàâèëó: m̃∗(1) = 0, à m̃∗(2) = 0. Òî, ÷òî ñòðàòåãèÿ íàíèìàòåëÿ ã∗ ÿâëÿ-
åòñÿ îïòèìàëüíûì îòâåòîì íà ñòðàòåãèþ îòïðàâèòåëÿ m̃∗ îáîñíîâûâàåòñÿ
òðèâèàëüíûì îáðàçîì (ñäåëàéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî).

Â çàêëþ÷åíèå çàìåòèì, ÷òî ÷ëåíàì ãðóïïû 2 âûãîäíî ïîäàâàòü ñèãíàëû
î ñòîèìîñòè ñâîåãî îáðàçîâàíèÿ, ïðè óñëîâèè, ÷òî m∗ < 2α, ïîñêîëüêó â
ýòîì ñëó÷àå èõ äîõîä 2−m∗/2 áóäåò áîëüøå ñðåäíåãî äîõîäà 2−α â ñëó÷àå
îòñóòñòâèÿ ó íàíèìàòåëåé âñÿêîé èíôîðìàöèè î íàíèìàåìûõ.

4.6 Ðûíîê ëèìîíîâ

¾Ðûíîê ëèìîíîâ¿ � òàê íàçûâàåòñÿ ñòàòüÿ Ã. Àêåðëîôà5, çà êîòîðóþ îí
ïîëó÷èë â 2001 Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ â îáëàñòè ýêîíîìèêè. Â ýòîé ñòàòüå
íà ïðèìåðå ðûíêà ïîäåðæàííûõ àâòîìîáèëåé (â ÑØÀ ïëîõèå àâòîìîáèëè
íàçûâàþò ¾ëèìîíàìè¿) äàåòñÿ àíàëèç ðûíêà ñ íåïîëíîé è àññèììåòðè÷-
íîé èíôîðìàöèåé. Ïðîáëåìà ñòàðà êàê ñòàðû ñàìè ðûíêè: ¾åñëè îí õî÷åò
ïðîäàòü ëîøàäü, òî õî÷ó ëè ÿ åå êóïèòü?¿

Ïîêóïàòåëü ïðèõîäèò ê ïðîäàâöó ïîäåðæàííûõ àâòîìîáèëåé, â ãàðàæå
ó êîòîðîãî èìåþòñÿ àâòîìîáèëè òîëüêî äâóõ òèïîâ: õîðîøèå (âèøíè), êî-
òîðûå ïðîäàþòñÿ çà $2500 ïðè îñòàòî÷íîé ñòîèìîñòè $2000, è ïëîõèå (ëè-
ìîíû), êîòîðûå ïðîäàþòñÿ çà $1250 ïðè îñòàòî÷íîé ñòîèìîñòè $1000.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîëè÷åñòâî õîðîøèõ è ïëîõèõ àâòîìîáèëåé â ãàðàæå
îäèíàêîâî. Åñëè ó ïîêóïàòåëÿ íåò íèêàêîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè

5 G. Akerlof. The market for lemons: quolitative uncertainty and the market mechanism.
Quoterly Journal of Economics. 84 (1970) 488�500.
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(íåò ñèãíàëîâ), òî îí âûíóæäåí âûáèðàòü àâòîìîáèëü ñëó÷àéíûì îáðàçîì:
ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 îí âûáåðåò õîðîøèé àâòîìîáèëü, è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2
îí âûáåðåò ïëîõîé àâòîìîáèëü. Ïîýòîìó ïîêóïàòåëü ïðåäëîæèò çà âûáðàí-
íûé àâòîìîáèëü ñðåäíþþ öåíó 1

2 (2500 + 1250) = $1875. Åñëè âûáðàííûé
àâòîìîáèëü îêàçàëñÿ ïëîõèì, òî ïðîäàâöà óñòðîèò ïðåäëîæåííàÿ öåíà, è îí
ïðîäàñò ïëîõîé àâòîìîáèëü, çàðàáîòàâ ïðè ýòîì 1875 − 1000 = $875. Åñëè
æå âûáðàííûé àâòîìîáèëü îêàçàëñÿ õîðîøèì, òî ïðîäàâåö åãî íå ïðîäàñò
çà ïðåäëîæåííóþ öåíó, ïîñêîëüêó åãî ÷èñòûé äîõîä 1875 − 2000 = −$125
îêàæåòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Ïîñêîëüêó ïîêóïàòåëü çà ñðåäíþþ öåíó ìîæåò
êóïèòü òîëüêî ïëîõîé àâòîìîáèëü, òî åìó íåçà÷åì ïðåäëàãàòü $1875 çà àâ-
òîìîáèëü, êîòîðûé ìîæíî êóïèòü çà $1250. Ïðè òàêîì ïîâåäåíèè ïîêóïà-
òåëåé, ñðåäíèé äîõîä ïðîäàâöà çà îäèí ðàóä òîðãîâ ðàâåí

1
2

250 +
1
2
· 0 = 125,

÷òî ìåíüøå îæèäàåìîãî äîõîäà

1
2

250 +
1
2
· 500 = 375

ïðè ïîëíîé èíôîðìèðîâàííîñòè ïîêóïàòåëåé è îäèíàêîâîì ñïðîñå íà îáà
òèïà àâòîìáèëåé. Ïðîäàâåö áóäåò âûíóæäåí óìåíüøèòü äîëþ èëè ñîâñåì
ïåðåñòàòü ïðîäàâàòü äîðîãèå õîðîøèå àâòîìîáèëè. Ïîêóïàòåëè, êîòîðûì
íóæåí õîðîøèé àâòîìîáèëü áóäóò âûíóæäåíû ïåðåéòè íà ðûíîê íîâûõ àâ-
òîìîáèëåé.

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî

ïðè îòñóòñòâèè èíôîðìàöèè ó ïîêóïàòåëåé íåêà÷åñòâåííû äåøå-
âûå òîâàðû âûòåñíÿþò èç àññîðòèìåíòà äîðîãèå êà÷åñòâåííûå
òîâàðû.

Íà ðûíêå ñòðàõîâûõ óñëóã ïîäîáíûé ôåíîìåí ÷àñòî íàçûâàþò ¾îáðàò-
íîé ïðîáëåìîé îòáîðà (adverse selection problem)¿, êîãäà âûòåñíÿþòñÿ äå-
øåâûå ñòðàõîâûå ïîëèñû. Ïîäîáíîå òàêæå ïðîèñõîäèò íà ðûíêàõ êðåäèòî-
âàíèÿ, ãäå âûòåñíÿþòñÿ äåøåâûå êðåäèòû.

Â ðàññìîòðåííîé ñèòóàöèè ïðåäñòàâëåíèå ïîêóïàòåëÿ î òèïå àâòîìîáèëÿ
ñëåäóþøåå:

µ(ïëîõîé) = µ(õîðîøèé) =
1
2
.

×òîáû èçìåíèòü ñèòóàöèþ ïðîäàâöó íóæíî êàêèì-òî îáðàçîì ëó÷øå èí-
ôîðìèðîâàòü ïîêóïàòåëÿ (ïîñûëàòü êàêèå-òî ñèãíàçû), ÷òîáû èçìåíèòü åãî
ïðåäñòàâëåíèå î òèïå àâòîìîáèëÿ.

4.6.1 Ñèãíàëüíàÿ èãðà ¾ðûíîê ëèìîíîâ¿

Ïî ïðåæíåìó ñ÷èòàåì, ÷òî â ãàðàæå ó ïðîäàâöà îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ïëî-
õèõ è õîðîøèõ àâòîìîáèëåé è ÷òî ïîêóïàòåëü íå ìîæåò îòëè÷èòü ïëîõîé
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Òàáëèöà 4.1: Âûèãðûøè èãðîêîâ â èãðå ¿ ðûíîê ëèìîíîâ¿

Òèï
àâòîìîáèëÿ

Còðàòåãèè Ê (êóïèòü) Í (íå êóïèòü)

ïëîõîé
1000 250,−150 0, 0
2500 1500,−1400 0, 0

õîðîøèé 2500 500, 500 0, 0

àâòîìîáèëü îò õîðîøåãî. ×òîáû èçìåíèòü èíôîðìèðîâàííîñòü ïîêóïàòåëÿ,
ïðîäàâåö ðåøèë ñîáúÿâëÿòü åìó ñâîþ öåíó, $1250 èëè $2500, íà âûáðàííûé
ïîêóïàòåëåì àâòîìîáèëü (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 îí âûáåðåò õîðîøèé àâòî-
ìîáèëü, è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 � ïëîõîé àâòîìîáèëü). Çàòåì ïîêóïàòåëü
äîëæåí áóäåò ðåøèòü, ïîêóïàòü àâòîìîáèëü çà äàííóþ öåíó èëè íå ïîêó-
ïàòü.

Ïîíÿòíî, ÷òî îäíè è òå æå ñèãíàëû ïðîäàâöà âîñïðèíèìàþòñÿ ðàçíû-
ìè òèïàìè ïîêóïàòåëåé ïî-ðàçíîìó. Äëÿ êîíêðåòíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
íàø ïîêóïàòåëü ïðèîáðåòàåò àâòîìîáèëü ñðîêîì íà îäèí ãîä, ÷òîáû â ïî-
ñëåäóþùåì åãî ïðîäàòü, õîðîøèé çà $1800, à ïëîõîé çà $900 (íàïðèìåð, ýòî
ñòóäåíò, êîòîðûé ïîêóïàåò ïîäåðæàííûé àâòîìîáèëü íà îäèí ó÷åáíûé ãîä).
Ýêñïëóàòàöèÿ â òå÷åíèè ãîäà õîðîøåãî àâòîìîáèëÿ ñòîèò $800, à ïëîõîãî
$1800 (äîðîãîé ðåìîíò). Êðîìå òîãî ïîêóïàòåëü îöåíèâàåò ïîëüçó îò îáëà-
äàíèÿ àâòîìîáèëåì â $2250 (àâòîìîáèëü äåëàåò ÷åëîâåêà áîëåå ìîáèëüíûì).

Òåïåðü ìû èìååì ñèãíàëüíóþ èãðó, ãäå îòïðàâèòåëü � ýòî ïðîäàâåö,
à ïîëó÷àòåëü � ýòî ïîêóïàòåëü. Ó îòïðàâèòåëÿ äâà òèïà (ñîîòâåòñòâóþò
òèïó àâòîìîáèëÿ) è äâà ñîîáùåíèÿ:

T = {Ï,Õ}, M = {1250, 2500},

ãäå ¾Ï¿ îçíà÷àåò ïëîõîé, ¾Õ¿� õîðîøèé, 1250 � îáúÿâèòü öåíó $1250, 2500
� îáúÿâèòü öåíó $2500. Ó ïîëó÷àòåëÿ äâà äåéñòâèÿ: A = {K,H}, ãäå ¾K¿
îçíà÷àåò êóïèòü, à ¾Í¿� íå êóïèòü.

Âûèãðûøè èãðîêîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 4.1.

Äëÿ ïðèìåðà, âû÷èñëèì âûèãðûøè èãðîêîâ â ñèòóàöèè (2500,Ê) äëÿ
õîðîøåãî àâòîìîáèëÿ. Äîõîä ïðîäàâöà:

+2500 (ñóììà, çàïëà÷åííàÿ çà àâòîìîáèëü)
−2000 (îñòàòî÷íàÿ ñòîèìîñòü àâòîìîáèëÿ)

= 500.
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Ðèñ. 4.3: Äåðåâî äëÿ èãðû ¾ðûíîê ëèìîíîâ¿

Âûèãðûø ïîêóïàòåëÿ:

+2250 (ïîëüçà îò àâòîìîáèëÿ)
+1800 (âûðó÷êà îò ïðîäàæè àâòîìîáèëÿ ïîñëå ãîäà ýêñïëóàòàöèè)
−2500 (ñóììà, çàïëà÷åííàÿ çà àâòîìîáèëü)
−800 (ñòîèìîñòü ýêñïëóàòàöèè àâòîìîáèëÿ â òå÷åíèè ãîäà)

= 750.

Â ñëó÷àå, êîãäà ïîêóïàòåëü ïðèíèìàåò ðåøåíèå íå ïîêóïàòü àâòîìîáèëü,
âèãðûøè îáîèõ, ïðîäàâöà è ïîêóïàòåëÿ, ðàâíû 0.

Ïðåäñòàâèì äàííóþ ñèãíàëüíóþ èãðó êàê èãðó ñ íåñîâåðøåííîé èíôîð-
ìàöèåé. Äåðåâî äàííîé èãðû èçîáðàæåíî íà ðèñ. 4.3. Ïîñêîëüêó ïîêóïà-
òåëü çíàåò, ÷òî ïðîäàâåö íèêîãäà íå ïðîäàåò àâòîìîáèëè ñåáå â óáûòîê,
òî, óñëûøàâ öåíó $1250, îí ñ óâåðåí, ÷òî âûáðàííûé àâòîìîáèëü ïëîõîé
è åìó ïðåäëîæåíà ñïðàâåäëèâàÿ öåíà, êîòîðóþ îí ñðàçó ïðèíèìàåò. Åñëè
ïðîäàâåö îáúÿâèë öåíó $2500, òî ïîêóïàòåëü íå óâåðåí â òèïå âûáðàííî-
ãî èì àâòîìîáèëÿ. Ïîýòîìó äâå åãî ïîçèöèè (òå, â êîòîðûå âõîäèò äóãà,
ïîìå÷åííàÿ ÷èñëîì 2500) îáúåäèíåíû â îäíî èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî.

Ìû ìîæåì óïðîñòèòü ýòó èãðó, óäàëèâ õîä ïîëó÷àòåëÿ, ïîìå÷åííûé çíà-
êîì ¾Í¿, â ñàìîé ëåâîé åãî ïîçèöèè, ïîñêîëüêó â ýòîé ïîçèöèè ïîëó÷àòåëþ
ëó÷øå ñäåëàòü õîä, ïîìå÷åííûé çíàêîì ¾Ê¿. Ñ ó÷åòîì ýòîãî óïðîùåíèÿ, â
äàííîé èãðå ó îáîèõ èãðîêîâ ïî äâå ñòðàòåãèè. Ó îòïðàâèòåëÿ (ïðîäàâöà):

1) îáúÿâèòü öåíó $1250 íà ïëîõîé àâòîìîáèëü è öåíó $2500 íà õîðîøèé;

2) îáúÿâèòü öåíó $2500 íà ïëîõîé àâòîìîáèëü è öåíó $2500 íà õîðîøèé.
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Ó ïîëó÷àòåëÿ (ïîêóïàòåëÿ):

1) êóïèòü, êîãäà öåíà $1250, è êóïèòü, êîãäà öåíà $2500;

2) êóïèòü, êîãäà öåíà $1250, è íå êóïèòü, êîãäà öåíà $2500.

Còðàòåãè÷åñêàÿ ôîðìà äàííîé ïîçèöèîííîé èãðû åñòü ñëåäóþùàÿ áè-
ìàòðè÷íàÿ èãðà [

375, 425∗ 125∗, 50
1000∗,−75 0, 0∗

]
,

â êîòîðé èãðîê 1 � ýòî îòïðàââèòåëü, à èãðîê 2 � ýòî ïîëó÷àòåëü. Ýòà
èãðà íå èìååò ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Íàéäåì ñèòóàöèþ
ðàâíîâåñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ 1 è 2 îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç
p = (p1, 1 − p1)T è q = (q1, 1 − q1). Ïîñêîëüêó èãðà íå èìååò ðåøåíèÿ â
÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ, òî â ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ (p∗, q∗) p∗1 > 0 è q∗1 > 0. Èñõî-
äÿ èç òåîðåìû 2.7, ÷òîáû íàéòè ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ, íàì íóæíî ðåøèòü
ñëåäóþùóþ ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:

375q1 + 125(1− q1) = v1,

1000q1 + 0(1− q1) = v1,

425p1 − 75(1− p1) = v2,

50p1 + 0(1− p1) = v2.

Åå ðåøåíèå � p∗1 = 1/6, q∗1 = 1/6, v∗1 = 500/3, à v∗2 = 50/6. Ñëåäîâàòåëüíî,
îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ ñëåäóþùèå:

p∗ = (1/6, 5/6)T , q∗ = (1/6, 5/6)T

ñî ñðåäíèì âûèãðûøåì ïåðâîãî èãðîêà (ïðîäàâöà) v∗1 = 500/3, âòîðîãî èã-
ðîêà (ïîêóïàòåëÿ) v∗2 = 50/6.

Ìû âèäèì, ÷òî, ïîñûëàÿ ñèãíàëû, ïðîäàâåö ñìîã óâåëè÷èòü ñâîé ñðåä-
íèé äîõîä çà îäèí òîðãîâûé ðàóíä ñ $125 äî $166 2

3 .
Ââåäåì êîðîòêèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëåäóþùèõ ñîáûòèé:

$1250 � ïðîäàâåö îáúÿâèë öåíó $1250;

$2500 � ïðîäàâåö îáúÿâèë öåíó $2500;

Ê � ïîêóïàòåëü êóïèëàâòîìîáèëü;

H � ïîêóïàòåëü íå êóïèë àâòîìîáèëü.

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ

p∗1 = P(($1250|Ï) · ($2500|Õ)) = P($1250|Ï),
p∗2 = P(($2500|Ï) · ($2500|Õ)) = P($2500|Ï),
q∗1 = P((K|$1250) · (K|$2500)) = P(K|$2500),
q∗2 = P((K|$1250) · (Í|$2500)) = P(Í|$2500),
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Ðèñ. 4.4: Äâå ïîäèãðû â èãðå ¿ ðûíîê ëèìîíîâ¿

ìû ìîæåì çàïèñàòü áàéåñîâñêîå ðàâíîâåñèå (â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ),

p̃∗(Ï) = p∗ = (1/6, 5/6)T ,

p̃∗(Õ) = (0, 1)T ,

q̃∗($1250) = (1, 0)T ,

q̃∗($2500) = q∗ = (1/6, 5/6)T .

Òåïåðü, êîãäà ìû îïðåäåëèëè îïòèìàëüíûé ñïîñîá ïîâåäåíèÿ ïðîäàâ-
öà, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ïðåäñòàâëåíèå ïîëó÷àòåëÿ (ïîêóïàòåëÿ) î òèïàõ
îòïðàâèòåëÿ:

µ(Ï|1250) = 1, µ(Õ|1250) = 0,
µ(Ï|2500) = x, µ(Õ|2500) = 1− x,

ãäå âåðîÿòíîñòü x íàì ñëåäóåò îïðåäåëèòü. Ïîñêîëüêó ïðîäàâåö íå áóäåò
òîðãîâàòü ñåáå â óáûòîê, òî ïîêóïàòåëü ñ÷èòàåò ÷òî îí íå áóäåò îáúÿâëÿòü
öåíó $1250 çà õîðîøèé àâòîìîáèëü (µ(Õ|1250) = 0), ïîñêîëüêó $1250 ìåíü-
øå îñòàòî÷íîé ñòîèìîñòè õîðîøåãî àâòîìîáèëÿ ðàâíîé $2000. Ïî ôîðìóëå
(4.19)

x =
p̃∗2(Ï)µ(Ï)

p̃∗2(Ï)µ(Ï) + p̃∗2(Õ)µ(Õ)
=

5
6 ·

1
2

5
6 ·

1
2 + 1

2

=
5
11
.

Çíà÷èò â äàííîé ñèãíàëüíîé èãðå ïðåäñòàâëåíèå ïîëó÷àòåëÿ î òèïàõ
îòïðàâèòåëÿ çàäàåòñÿ âåðîÿòíîñòÿìè:

µ(Ï|1250) = 1, µ(Õ|1250) = 0,

µ(Ï|2500) =
5
11
, µ(Õ|2500) =

6
11
.

×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî áàéåñîâñêîå ðàâíîâåñèå (p̃∗, q̃∗) ÿâëÿåòñÿ ñîâåð-
øåííûì (ñì. îïðåäåëåíèå â � 3.4), íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åãî ñóæåíèå íà
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äâå ïîäèãðû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 4.4, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì äëÿ ýòèõ
ïîäèãð. Â îáîèõ ïîäèãðàõ ïðèíèìàåò ó÷àñòèå òîëüêî îäèí èãðîê � ïîëó-
÷àòåëü. Äëÿ ëåâîé ïîäèãðû, ñòðàòåãèÿ q̃∗($1250) = (1, 0)T , êîòîðàÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò ÷èñòîé ñòðàòåãèè ¾Ê¿ (êóïèòü), ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé. Äëÿ ïðàâîé
ïîäèãðû, îáå ÷èñòûõ ñòðàòåãèè ¾Ê¿ (êóïèòü) è ¾Í¿ (íå êóïèòü) äàþò ïî-
ëó÷àòåëþ îäèíàêîâûé íóëåâîé âûèãðûø. Ïîýòîìó ëþáàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ
ñòðàòåãèé, â ÷àñòíîñòè ñòðàòåãèÿ q̃∗($2500) = (1/6, 5/6)T , áóäåò îïòèìàëü-
íîé äëÿ ïîëó÷àòåëÿ, ïðèíîñÿ íóëåâîé âûèãðûø.

4.7 Ðàâíîâåñèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ

êàê ïðåäåë áàéåñîâñêîãî ðàâíîâåñèÿ

Íîâóþ èíòåðïðåòåòàöèþ ïîíÿòèÿ ¾ñìåøàííîé ñòðàòåãèè¿ êàê ïðåäåëà áàé-
åñîâñêîãî ðàâíîâåñèÿ ïðåäëîæèë Äæ. Õàðñàíèé (ñì. ññûëêó íà ñòð. 64). Â
ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòó èíòåðïðåòàöèþ íà êîíêðåòíîì
ïðèìåðå.

Ðàññìîòðèì èãðó ¾êîíôëèêò ïîëîâ¿ (ñì. ïðèìåð 2.8) ñî ñëåäóþùèìè
âûèãðûøàìè èãðîêîâ:

Ôóòáîë Áàëåò
Ôóòáîë 2∗, 1∗ 0, 0
Áàëåò 0, 0 1∗, 2∗

Âñïîìíèì, ÷òî â ýòîé èãðå èìååòñÿ äâà ðàâíîâåñèÿ (1, 1) è (2, 2) â ÷èñòûõ
ñòðàòåãèÿõ è îäíî ðàâíîâåñèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ p∗ = (2/3, 1/3) è
q∗ = (1/3, 2/3).

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóïðóãè íå âïîëíå óâåðåíû â ïðåäïî÷òåíèÿõ
ñâîèõ èçáðàííèêîâ. Áîëåå òî÷íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûèãðûøè ñóïðóãîâ
ñëåäóþùèå:

Ôóòáîë Áàëåò
Ôóòáîë 2 + th, 1 0, 0
Áàëåò 0, 0 1, 2 + tw

Çäåñü th è tw ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà îòðåçêå [0, x] íåçàâèñèìûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìóæ çíàåò âåëè÷èíó th, à æåíà
� tw.

Çäåñü ìû èìååì áàéåñîâñêóþ èãðó äâóõ ëèö ñ S1 = {1, 2}, S2 = {1, 2},
T1 = T2 = [0, x], µ1(tw ≥ w|th ≥ h) = p1(tw ≥ w) = (x− w)/x, µ2(th ≥ h|tw ≥
w) = p2(th ≥ h) = (x− h)/x.

Ìû áóäåì èñêàòü áàéåñîâñêîå ðàâíîâåñèå Íýøà â êëàññå ïîðîãîâûõ ñòðà-
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òåãèé:

s̃1(th) =
{

1, åñëè th ≥ h,
2, åñëè th < h,

s̃2(tw) =
{

1, åñëè tw < w,
2, åñëè tw ≥ w.

Çäåñü ìóæ (èãðîê 1) èãðàåò ñòðàòåãèþ 1, åñëè th ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîå
ïîðîãîâîå çíà÷åíèå h, è ñòðàòåãèþ 2 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Àíàëîãè÷íî, æå-
íà (èãðîê 2) èãðàåò ñòðàòåãèþ 2, åñëè tw ïðåâîñõîäèò íåêîòîðîå ïîðîãîâîå
çíà÷åíèå w, è ñòðàòåãèþ 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Äëÿ äàííîãî x îïðåäåëèì
òàêèå ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ h è w, ÷òî ïàðà ñòðàòåãèé (s̃1(th), s̃2(tw)) îáðàçóåò
áàéåñîâñêîå ðàâíîâåñèå Íýøà.

Åñëè æåíà èãðàåò ñòðàòåãèþ s̃2(tw), òî îæèäàåìûé âûèãðûø ìóæà ðàâåí

w

x
(2 + th) +

x− w
x

0 =
w

x
(2 + th),

åñëè îí èãðàåò ïåðâóþ ñòðàòåãèþ, è

w

x
0 +

x− w
x

1 =
x− w
x

,

åñëè îí èãðàåò âòîðóþ ñòðàòåãèþ. Ìóæó èãðàòü ïåðâóþ ñòðàòåãèþ îïòè-
ìàëüíî, åñëè

w

x
(2 + th) ≥ x− w

x
,

èëè th ≥ x
w − 3. Ñëåäîâàòåëüíî, h = x

w − 3.
Àíàëîãè÷íî, åñëè ìóæ èãðàåò ñòðàòåãèþ s̃1(th), òî îæèäàåìûé âûèãðûø

æåíû ðàâåí
x− h
x

1 +
h

x
0 =

x− h
x

,

åñëè îíà èãðàåò ïåðâóþ ñòðàòåãèþ, è

x− h
x

0 +
h

x
(2 + tw) =

h

x
(2 + tw),

åñëè îíà èãðàåò âòîðóþ ñòðàòåãèþ. Æåíå èãðàòü âòîðóþ ñòðàòåãèþ îïòè-
ìàëüíî, åñëè

h

x
(2 + tw) ≥ x− h

x
,

èëè tw ≥ x
h − 3. Ñëåäîâàòåëüíî, w = x

h − 3.
Èòàê, ìû èìååì ñèñòåìó èç äâóõ óðàâíåíèé

h =
x

w
− 3,

w =
x

h
− 3.
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Îòñþäà h = w è w2 +3w−x = 0. Ðåøàÿ ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå, íàõîäèì

h = w =
−3 +

√
9 + 4x

2
.

Òîãäà

lim
x→0

h

x
= lim
x→0

w

x
= lim
x→0

√
9 + 4x− 3

2x

= lim
x→0

9 + 4x− 9
2x(
√

9 + 4x+ 3)
=

1
3
.

Òàêèì îáðàçîì, ïî ìåðå ñîêðàùåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè x, áàéåñîâñêàÿ
ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ Íýøà (s̃1(th), s̃2(tw)), ïðè êîòîðîé

• æåíà ïîëàãàåò, ÷òî ìóæ âûáèðàåò ñòðàòåãèþ 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−h/x
è ñòðàòåãèþ 2 ñ âåðîÿòíîñòüþ h/x;

• ìóæ ïîëàãàåò, ÷òî æåíà âûáèðàåò ñòðàòåãèþ 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ w/x è
ñòðàòåãèþ 2 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− w/x

ñòðåìèòñÿ ê ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ

(p∗, q∗) = ((2/3, 1/3)T , (1/3, 2/3)T )

äëÿ èãðû ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé.

4.8 Óïðàæíåíèÿ

1. Â èãðå äâóõ ëèö èãðîê 1 èìååò ïîëíóþ èíôîðìàöèþ îá èãðîêå 2, â òî âðå-
ìÿ êàê èãðîê 2 ïðåäïîëàãàåò, ÷òî èãðîê 1 ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ îáëàäàåò
îäíîé èç äâóõ òåõíîëîãèé. Ó êàæäîãî èç èãðîêîâ èìååòñÿ ïî äâå ñòðàòå-
ãèè. Â çàâèñèìîñòè îò òåõíîëîãèè èãðîêà 1 ìàòðèöû âûèãðûøåé èãðîêîâ
ñëåäóþùèå:

Òåõíîëîãèÿ 1:

(
1, 1 0, 2
0, 2 1, 1

)
, Òåõíîëîãèÿ 2:

(
2, 2 0, 1
3, 4 2, 3

)
.

a) Ïîñòðîéòå ïîçèöèîííóþ èãðó ñ íåñîâåðøåííîé èíôîðìàöèåé è íàé-
äèòå âñå áàéåñîâñêèå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ.

b) Ïðîâåäèòå àíàëèç âîçìîæíûõ ñëó÷àåâ è íàéäèòå âñå áàéåñîâñêèå ñè-
òóàöèè ðàâíîâåñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

2. Ñòóäåíò (èãðîê 1) âûïóñêíîãî êóðñà âóçà ïðåòåíäóåò ïîëó÷èòü ðàáîòó íà
ôèðìå. Íàíèìàòåëü (èãðîê 2), ñóäÿ ïî îöåíêàì ñòóäåíòà, ñ÷èòàåò, ÷òî âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòîò ñòóäåíò óìíûé, ðàâíà ρ. Ñîîòâåòñòâåííî, ïî ìíåíèþ
íàíèìàòåëÿ, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòîò ñòóäåíò ãëóïûé ðàâíà 1−ρ. Ñòóäåíò
ìîæåò ïðîâîäèòü ñâîáîäíîå âðåìÿ íà ïëÿæå, èëè, ÷òîáû ëó÷øå ïîäãîòî-
âèòüñÿ ê ïðåäñòîÿùåé ðàáîòå, ïîñåùàòü ïëàòíûå êóðñû (è ýòî íàíèìàòåëü
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ìîæåò ëåãêî ïðîâåðèòü). Íàíèìàòåëü äîëæåí ðåøèòü íàíÿòü ñòóäåíòà èëè
íå íàíÿòü. Âûèãðûøè èãðîêîâ â çàâèñèìîñòè îò òèïà ñòóäåíòà (óìíûé èëè
ãëóïûé) ñëåäóþùèå:

Óìíûé
Íàíÿòü Íå íàíÿòü

Ïëÿæ 4, 2 1, 0
Êóðñû 2, 3 −1, 0

Ãëóïûé
Íàíÿòü Íå íàíÿòü

Ïëÿæ 4,−2 1, 0
Êóðñû 2, 1 −1, 0

Íàéòè ñîâåðøåííîå áàéåñîâñêîå ðàâíîâåñèå äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé δ.

3. Äâà èãðîêà çàòåÿëè ñïîð, êîòîðûé çàêîí÷èòüñÿ äðàêîé, åñëè íè îäèí èç
èãðîêîâ íå óñòóïèò â ñïîðå. Â äðàêå îäåðæèò âåðõ ôèçè÷åñêè ñèëüíåéøèé
èç èãðîêîâ. Èãðîê 1 íå çíàåò íàñêîëüêî ñèëåí èãðîê 2, à èãðîê 2 ñ âåðîÿò-
íîñòüþ δ ïîëàãàåò, ÷òî èãðîê 1 ñèëüíåå, è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − δ � ñëàáåå.
Ó êàæäîãî èç èãðîêîâ äâå ñòðàòåãèè: äðàòüñÿ, óñòóïèòü. Â çàâèñèìîñòè îò
òîãî, êàêîé èç èãðîêîâ ñèëüíåå, âûèãðûøè èãðîêîâ ïðåäñòàâëåíû â ñëåäó-
þùèõ òàáëèöàõ:

Èãðîê 1 ñèëüíåå
äðàòüñÿ óñòóïèòü

äðàòüñÿ 1,−1 1, 0
óñòóïèòü 0, 1 0, 0

Èãðîê 2 ñèëüíåå
äðàòüñÿ óñòóïèòü

äðàòüñÿ −1, 1 1, 0
óñòóïèòü 0, 1 0, 0

Íàéòè ñîâåðøåííîå áàéåñîâñêîå ðàâíîâåñèå.

4. Â áåñïðîâîäíûõ ad hoc ñåòÿõ ñèñòåìû çàùèòû îò âòîðæåíèé (IDS6) ìîãóò
áûòü óñòàíîâëåíû â îòäåëüíûõ óçëàõ ñåòè, íî ýòî ñóùåñòâåííî ïîâûøàåò
çàòðàòû ýíåðãèè íà òàêèõ óçëàõ. Èãðîê 1 � ýòî íåêîòîðûé óçåë i, êîòîðûé
ïîäêëþ÷àåòñÿ ê ñåòè. Ýòîò óçåë ìîæåò íîðìàëüíûì, êîòîðûé ïîäêëþ÷àåò-
ñÿ äëÿ ðàáîòû â ñåòè, èëè âðåäíûì, êîòîðûé ïîäêëþ÷àåòñÿ, ÷òîáû íàíåñòè
óùåðá âñåé ñåòè èëè îòäåëüíûì åå óçëàì. Èãðîê 2 � ýòî íåêîòîðûé óçåë
ñåòè j, êîòîðûé ñ âåðîÿòíîñòüþ δ ïîëàãàåò, ÷òî ïîäêëþ÷àþùèéñÿ óçåë âðåä-
íûé.

Âðåäíûé óçåë ìîæåò àòàêîâàòü èëè ðàáîòàòü â ñåòè, à íîðìàëüíûé
óçåë ìîæåò òîëüêî ðàáîòàòü. èãðîê 2 (óçåë j) ìîæåò ìîíèòîðèòü èëè
íå ìîíèòîðèòü. Èãðîê 2 îöåíèâàåò ìàòåðèàëüíûé âðåä (èç-çà íàðóøåíèÿ
öåëîñòíîñòè äàííûõ), êîòîðûé ìîæåò ïðèíåñòè óñïåøíàÿ àòàêà âðåäíîãî
óçëà, ðàâíûì l. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî èãðîê 1 ðàññìàòðèâàåò ïîòåðè
èãðîêà 2 êàê ñâîé âûèãðûø. Ñòîèìîñòü àòàêè ðàâíà ca, à ñòîèìîñòü ìîíè-
òîðèíãà cm.

IDS, óñòàíîâëåííàÿ â óçëå j èìååò ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè:

• óðîâåíü îáíàðóæåíèÿ α ∈ (0, 1], ò. å. â ñëó÷àå àòàêè íà óçåë, ðàáîòàþ-
ùàÿ IDS îáíàðóæèò àòàêó ñ âåðîÿòíîñòüþ α;

• óðîâåíü ëîæíîé òðåâîãè β ∈ [0, 1), ò. å. â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ àòàêè,
ðàáîòàþùàÿ IDS âûäàñò ñèãíàë òðåâîãè ñ âåðîÿòíîñòüþ β; óñèëèÿ èã-
ðîêà 2 ïî ïðåîäîëåíèþ ëîæíîé àòàêè ðàâíû f .

6intrusion detection system
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Èãðîê 2 ïðèíèìàåò ðåøåíèå, ìîíèòîðèòü èëè íå ìîíèòîðèòü, êîãäà îí
âêëþ÷àåò ñâîé êîìïüþòåð, ò. å. äî òîãî, êàê èãðîê 1 (óçåë i) ïîäñîåäèíÿåòñÿ
ê ñåòè.

1. Ïîñòðîèòü äåðåâî èãðû è ïåðåéòè ê ñòðàòåãè÷åñêîé ôîðìå, åñëè

à) èãðîê 1 íå ìîæåò ïðîâåðèòü, ðàáîòàåò ëè IDS íà óçëå èãðîêà 2;

á) èãðîê 1 ìîæåò ïðîâåðèòü, ðàáîòàåò ëè IDS íà óçëå èãðîêà 2.

2. Äëÿ îáîèõ ñëó÷àåâ, à) è á), íàéòè ñîâåðøåííîå áàéåñîâñêîå ðàâíîâåñèå
äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ:

δ = 0.2, l = 2, ca = 1, cm = 1, α = 0.9, β = 0.1, f = 1.

5. Áàíê äîëæåí ðåøèòü äàâàòü ëè Èâàíó ãîäîâîé çàåì â $11 000 íà ïîêóïêó
àâòîìîáèëÿ, êîòîðûé ñòîèò $13 000. Íà äàííûé ìîìåíò Èâàí âïîëíå óäî-
âëåòâîðåí ñâîåé ëåãêîé ðàáîòîé c ãîäîâûì äîõîäîì $8 000. Èâàí ïîîáåùàë,
÷òî åñëè îí ïîëó÷èò êðåäèò, òî ïåðåéäåò íà áîëåå òÿæåëóþ ðàáîòó è çà ãîä
ñìîæåò çàðàáîòàòü $15 000. Áàíê ïîëàãàåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/4 Èâàí
ÿâëÿåòñÿ ëåíòÿåì è ïîýòîìó íå âûïîëíèò îáåùàíèå ïåðåéòè íà òÿæåëóþ
ðàáîòó. Íåëåíòÿé âñåãäà âûïîëíèò ñâîå îáåùàíèå. Åñëè Èâàí ïîëó÷èò êðå-
äèò è ÷åðåç ãîä íå âåðíåò åãî, òî áàíê çàáåðåò àâòîìîáèëü, êîòîðûé ïîñëå
îäíîãî ãîäà ýêñïëóàòàöèè ñòîèò $12 000, è ïðîäàñò åãî çà $10 000. Êàêîé ìàê-
ñèìàëüíûé ïðîöåíò ìîæåò íàçíà÷èòü áàíê, ÷òîáû ðàöèîíàëüíî ìûñëÿùèé
Èâàí âåðíóë êðåäèò.
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Êîîïåðàòèâíûå èãðû

Áîëüøèíñòâî íåàíòàãîíèñòè÷åñêèõ êîíôëèêòîâ â ýêîíîìèêå è ñìåæíûõ ñ
íåé îáëàñòÿõ õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî èõ ó÷àñòíèêè ìîãóò îáúåäèíÿòü ñâîè
óñèëèÿ. Ñîòðóäíè÷åñòâî ìåæäó èãðîêàìè ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííî íîâîìó
òèïó êîíôëèêòà ìåæäó åãî ó÷àñòíèêàìè â ñðàâíåíèè ñ áåñêîàëèöèîííûì
ñëó÷àåì.

Êàê ìû çíàåì, â áåñêîàëèöèîííîé èãðå îòêëîíåíèå îäíîãî èç èãðîêîâ îò
ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ íå ìîæåò äàòü åìó êàêîãî-ëèáî ïðåèìóùåñòâà. Íî ïðè
îòêëîíåíèè ñðàçó íåñêîëüêèõ èãðîêîâ ýòè èãðîêè ìîãóò ïîëó÷èòü áîëüøèé
âûèãðûø ïî ñðàâíåíèþ ñ òåì, ÷òî îíè èìåëè â ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ. Ïîýòî-
ìó â óñëîâèÿõ, êîãäà âîçìîæíà êîîïåðàöèÿ ìåæäó èãðîêàìè, èñïîëüçîâàíèå
ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ â êà÷åñòâå ðåøåíèé èãðû óæå ñåáÿ íå îïðàâäûâàåò.
Ïðè âîçìîæíîñòè êîîïåðàöèè âîçíèêàåò ïðîòèâîðå÷èå ìåæäó óñòîé÷èâî-
ñòüþ ñèòóàöèè, âûðàæåííîé â âèäå ðàâíîâåñèÿ, è åå öåëåñîîáðàçíîñòüþ,
îòðàæàþùåé ñòðåìëåíèå èãðîêîâ ïîëó÷èòü á�îëüøèå âûèãðûøè.

5.1 Êîàëèöèè è äåëåæè

Ïóñòü óñëîâèÿ íåàíòàãîíèñòè÷åñêîãî êîíôëèêòà n èãðîêîâ òàêîâû, ÷òî äî-
ïóñêàåòñÿ çàêëþ÷åíèå âçàèìîîáÿçûâàþùèõ ñîãëàøåíèé ìåæäó èãðîêàìè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûèãðûøè èãðîêîâ èçìåðÿþòñÿ â îäíîé îáùåé åäèíèöå
è èìååòñÿ ìåõàíèçì ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ âûèãðûøåé ìåæäó èãðîêàìè. Òî-
ãäà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî âûèãðûøè èãðîêîâ, êîòîðûå îáðàçóþò
êîàëèöèè. Â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ ãëàâíîå � ýòî ôîðìèðîâàíèå êîàëèöèé,
à íå ïîèñê ñòðàòåãèé â ñàìîé èãðå. Ñèëà êîàëèöèè S ⊆ N = {1, . . . , n}
õàðàêòåðèçóåòñÿ ÷èñëîì v(S), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Îáúåäèíåíèå èãðîêîâ S ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îáúåäèíåííûé èãðîê I, ñòðà-
òåãèÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ñîâìåñòíûå äåéñòâèÿ èãðîêîâ
êîàëèöèè, à âûèãðûø ðàâåí ñóììå âûéãðûøåé âñåõ èãðîêîâ èç S. Â õóä-
øåì ñëó÷àå äëÿ ýòîãî êîëëåêòèâíîãî èãðîêà I îñòàëüíûå èãðîêè èç N \ S
ìîãóò òàêæå îáúåäèíèòüñÿ â íåêîòîðîãî êîëëåêòèâíîãî èãðîêà II, èíòåðåñû
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êîòîðîãî äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíû èíòåðåñàì èãðîêà I. Â ðåçóëüòàòå
êîàëèöèÿ S (êàê èãðîê I) ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü ñåáå âûèãðûø v(S), ðàâíûé
öåíå îáðàçîâàâøåéñÿ àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðû. Èíûìè ñëîâàìè, v(S) åñòü
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ãàðàíòèðîâàííîãî âûèãðûøà èãðîêîâ êîàëèöèè
S, êîòîðûå äåéñòâóþò ñîâìåñòíî ïðîòèâ îáúåäèíåííûõ èãðîêîâ êîàëèöèè
N\S. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî v(S) ñóùåñòâóåò äëÿ êàæíäîé êîàëèöèè S ⊆ N .

Ïðèìåð 5.1 (Èãðà ¾ïîêóïêà ëîøàäè¿) Âëàäåëåö ëîøàäè (P1) îöåíè-
âàåò åå â 500$. Äâà ïîêóïàòåëÿ (P2 è P3) îöåíèâàþò ëîøàäü ñîîòâåò-
ñòâåííî â 1000$ è 900$. Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ïîëåçíîñòü îáúåêòà ñîîòâåò-
ñòâóåò åãî öåíå, òî ïåðâûé èãðîê èìååò ïîëåçíîñòü v(1) = 500, òîãäà êàê
äâîå äðóãèõ íå èìåþò íè÷åãî: v(2) = v(3). Îäíàêî ïîëåçíîñòü ìîæåò âîç-
ðàñòè â ðåçóëüòàòå ñäåëêè ìåæäó èãðîêàìè. Ïîëåçíîñòü âñåõ âîçìîæíûõ
êîàëèöèé ñëåäóþùàÿ:

v(1) = 500,
v(2) = v(3) = v(2, 3) = 0,

v(1, 3) = 900,
v(1, 2) = v(1, 2, 3) = 1000.

Êîîïåðàòèâíîé èãðîé n ëèö íàçûâàåòñÿ ïàðà (N, v), ãäå ôóíêöèÿ v, îïðå-
äåëåíà íà ìíîæåñòâå 2N âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N è óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì:

v(∅) = 0,

v(S
⋃
T ) ≥ v(S) + v(T ) (ñóïåðàääèòèâíîñòü).

Ôóíêöèÿ v íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé êîîïåðàòèâíîé èã-
ðû, ãäå v(i) åñòü ñèëà êîàëèöèè {i}, ò.å. çíà÷åíèå âûèãðûøà èãðîêà i, ïðè
óñëîâèè, ÷òî îí äåéñòâóåò ñàìîñòîÿòåëüíî. Ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà N íà-
çûâàþòñÿ êîàëèöèÿìè.

Êîîïåðàòèâíàÿ èãðà (N, v) íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé, åñëè∑
i∈N

v(i) < v(N).

Äåëåæîì â èãðå (N, v) íàçûâàåòñÿ âåêòîð x = (x1, x2, . . . , xn), êîòîðûé
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:∑

i∈N
xi = v(N) (êîëëåêòèâíîé ðàöèîíàëüíîñòè), (5.1)

xi ≥ v(i), i ∈ N (èíäèâèäóàëüíîé ðàöèîíàëüíîñòè). (5.2)

(5.3)

Â èãðå ¾ïîêóïêà ëîøàäè¿ äåëåæàìè áóäóò âñå âåêòîðû x = (x1, x2, x3),
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

x1 + x2 + x3 = 1000;
x1 ≥ 500, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0.
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Óñëîâèå êîëëåêòèâíîé ðàöèîíàëüíîñòè (5.1) òðåáóåò, ÷òîáû âñÿ ïîëåç-
íîñòü áûëà ðàñïðåäåëåíà.

Óñëîâèå èíäèâèäóàëüíîé ðàöèîíàëüíîñòè (5.2) îçíà÷àåò, ÷òî â ëþáîé
êîàëèöèè êàæäûé èãðîê äîëæåí ïîëó÷àòü íå ìåíüøå òîãî, ÷òî îí ìîæåò
âûèãðàòü ñàìîñòîÿòåëüíî. Èíà÷å èãðîê îòêàæåòñÿ ó÷àñòâîâàòü â òàêîé êî-
àëèöèè.

Çàìåòèì, ÷òî â íåñóùåñòâåííîé èãðå èìåòñÿ òîëüêî îäèí äåëåæ x =
(v(1), v(2), . . . , v(n)).

5.1.1 ßäðî

Äåëåæ x íåñòàáèëåí èç-çà êîàëèöèè S ⊂ N , åñëè v(S) >
∑
i∈S xi. Â òàêîì

ñëó÷àå ñóììàðíûé âûèãðûø èãðîêîâ êîàëèöèè S ìåíüøå òîãî, ÷òî êîàëè-
öèÿ ìîæåò ïîëó÷èòü äåéñòâóÿ ñàìîñòîÿòåëüíî. Ïîýòîìó èãðîêè êîàëèöèè
S îáúåäèíèâøèñü, ñìîãóò ðàññòðîèòü ñîãëàøåíèå, ïðèâåäøåå ê ôîðìèðîâà-
íèþ äåëåæà x.

Ìû òàêæå ãîâîðèì, ÷òî äåëåæ íåñòàáèëåí, åñëè îí íåñòàáèëåí èç-çà
êàêîé-ëèáî êîàëèöèè, èíà÷å äåëåæ íàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíûì. Ìíîæåñòâî
âñåõ ñòàáèëüíûõ äåëåæåé ñîñòàâëÿåò ÿäðî êîîïåðàòèâíîé èãðû. Ïî îïðå-
äåëåíèþ

C(v) =

{
x ∈ R :

∑
i∈N

xi = v(N),
∑
i∈S

xi ≥ v(S) ∀S ⊂ N

}
. (5.4)

Ïðèìåð 5.2 Èìååòñÿ òðè ïðåäïðèÿòèÿ. Ïåðâîå ïðåäïðèÿòèå ìîæåò âû-
ïóñêàòü òîâàðû òèïà D1 â êîëè÷åñòâå 900 åäèíèö, âòîðîå ïðåäïðèÿòèå
� òîâàðû òèïà D1 â êîëè÷åñòâå 700 åäèíèö, à òðåòüå � òîâàðû òèïà
D2 â êîëè÷åñòâå 1000 åäèíèö. Òîâàðû òèïîâ D1 è D2 ïðîäàþòñÿ òîëüêî
êîìïëåêòàìè: îäíà åäèíèöà òîâàðà D1 è îäíà åäèíèöà òîâàðà D2. Åäèíèöà
îáîèõ òîâàðîâ ñòîèò $1. Ïðîãíàçèðóåòñÿ ñïðîñ íà 1000 êîìïëåêòîâ.

Ðåøåíèå. Îáùèå âîçìîæíîñòè ïðåäïðèÿòèé ïðåâîñõîäÿò ïðîãíîçèðóå-
ìûé ñïðîñ. Ïîñêîëüêó êàæäîå ïðåäïðèÿòèå ñòðåìèòñÿ ïðîäàòü ïî-âîçìîæ-
íîñòè áîëüøåå êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè, íàëèöî êîíôëèêòíàÿ ñèòóàöèÿ. Åñëè
äîïóñòèòü, ÷òî ïðåäïðèÿòèÿ ìîãóò çàêëþ÷àòü ñîãëàøåíèÿ è âûïëà÷èâàòü
äðóã äðóãó êîìïåíñàöèè, òî äàííûé êîíôëèêò ìîäåëèðóåòñÿ êîîïåðàòèâíîé
èãðîé òðåõ ëèö, N = {1, 2, 3}. Îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
èãðû. Òàê êàê íè îäèí èç èãðîêîâ êîàëèöèè S = {1, 2} íå ìîæåò ïðîèçâî-
äèòü êîìïëåêòû, òî èõ ïðîäóêöèÿ íå ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà è ïîýòîìó
v(1) = v(2) = v(3) = v(1, 2) = 0. Êîàëèöèè S = {1, 3} è S = {2, 3} âû-
ïóñòÿò ñîîòâåòñòâåííî 900 è 700 êîìïëåêòîâ, ò.å. áóäåò ïîëó÷åíà ïðèáûëü
v(1, 3) = 1800 è v(2, 3) = 1400. À êîàëèöèÿ èç âñåõ òðåõ ïðåäïðèÿòèé ïî-
ëó÷èò äîõîä v(1, 2, 3) = 2000. Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
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ýòîé êîîïåðàòèâíîé èãðû îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:

v(S) =


0, S = {{1}, {2}, {3}{1, 2}},

1800, S = {{1, 3}}
1400, S = {{2, 3}}
2000, S = {{1, 2, 3}}.

ßäðî äàííîé èãðû çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè íåðàâåíñòâàìè

x1 + x3 ≥ 1800,
x2 + x3 ≥ 1400,

x1 + x2 + x3 = 2000,
x1, x2, x3 ≥ 0.

Ðåøèì ýòó ñèñòåìó ãðàôè÷åñêè:
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Çàøòðèõîâàíàÿ çîíà íà ýòîì ðèñóíêå è åñòü ÿäðî. 2

Ïîñêîëüêó â èãðå òðåõ ëèö ÿäðî ëåæèò íà ãèïåðïëîñêîñòè x1 +x2 +x3 =
v(1, 2, 3), òî íàì áóäåò óäîáíåå èçîáðàæàòü ÿäðî íå â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå, à íà ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà ñëåäóþùåì ïðè-
ìåðå.

Ïðèìåð 5.3 Îïðåäåëèòü ÿäðî äëÿ èãðû ñî ñëåäóþøåé õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ôóíêöèåé:

v(∅) = v(2) = 0, v(1) = v(3) = 1,
v(1, 2) = 4, v(1, 3) = 3, v(2, 3) = 5,
v(1, 2, 3) = 8.
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Ðèñ. 5.1: ßäðî èãðû èç ïðèìåðà 5.3

Ðåøåíèå. Äåëåæàìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè (x1, x2, x3), óäîâëåòâîðÿþùèå íåðà-
âåíñòâàì

x1 + x2 + x3 = 8,
x1 ≥ 1, x2 ≥ 0, x3 ≥ 1.

Ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû åñòü òðåóãîëüíèê â R3 ñ âåðøèíàìè
(7, 0, 1), (1, 6, 1) è (1, 0, 7). Ïðåäñòàâèì, ÷òî ìû ðèñóåì íà ïëîñêîñòè, çà-
äàííîé óðàâíåíèåì x1 + x2 + x3 = 8. Òîãäà íàøå ìíîæåñòâî äåëåæåé áóäåò
ïðåäñòâàëåíî êàê ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê (ñì. ðèñ. 5.1). Ïåðåñå÷åíèÿ
ïëîñêîñòåé òèïà x1 = 1 èëè x1 + x3 = 3 (÷òî òî æå, ÷òî è x2 = 5) ñ ïëîñ-
êîñòüþ x1 + x2 + x3 = 8 ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì òðå-
óãîëüíèêà äåëåæåé.

ßäðî èãðû åñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ:

x1 + x2 + x3 = 8,
x1 ≥ 1, x2 ≥ 0, x3 ≥ 1,
x1 + x2 ≥ 4, x1 + x3 ≥ 3, x2 + x3 ≥ 5.

Êàæäîå èç òðåõ ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ îòñåêàåò ÷àñòü íåñòàáèëüíûõ äåëå-
æåé. Íàïðèìåð, íåñòàáèëüíûå äåëåæè èç-çà êîàëèöèè {1, 2} ëåæàò íèæå
ïðÿìîé x1 + x2 = 4. ßäðî (ïÿòèóãîëüíèê íà ðèñ. 5.1) åñòü ÷àñòü òðåóãîëü-
íèêà äåëåæåé çà âû÷åòîì âñåõ íåñòàáèëüíûõ äåëåæåé. 2

Êàê â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå ÿäðî ìîæåò ñîäåðæàòü ìíîãî äåëåæåé, íî
èìååþòñÿ èãðû ñ ïóñòûì ÿäðîì.
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Ïðèìåð 5.4 (Ãîëîñîâàíèå ïÿòè ó÷àñòíèêîâ). Â ãîëîñîâàíèè ïðèíèìà-
þò ó÷àñòèå ïÿòü ÷åëîâå. Èãðîê 1 (ñèëüíûé èãðîê) èìååò 3 ãîëîñà, à âñå
îñòàëüíûå èìåþò ïî îäíîìó ãîëîñó. Äëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî
4 ãîëîñà èç èìåþùèõñÿ 7.

Ðåøåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èãðû ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå
çíà÷åíèÿ:

v(1) = 0,
v(S) = 0, åñëè |S| ≤ 3, 1 6∈ S,
v(S) = 1, äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ S.

ßäðî â ýòîé èãðå åñòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñëåäóþùåé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ:

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 1,
x2 + x3 + x4 + x5 ≥ 1,

x1 + x2 ≥ 1,
x1 + x3 ≥ 1,
x1 + x4 ≥ 1,
x1 + x5 ≥ 1,

x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0

(5.5)

Ñëîæèâ âòîðîå íåðàâåíñòâî, óìíîæåííîå íà 3, c òðåòüèì, ÷åòâåðòûì, ïÿòûì
è øåñòûì íåðàâåíñòâàìè, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

4(x1 + x2 + x3 + x4 + x5) ≥ 7,

êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò ïåðâîìó ðàâåíñòâó. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî ñèñòåìà (5.5)
íå èìååò ðåøåíèèé. 2

Â çàêëþ÷åíèå, ðàññìîòðèì ïðèìåð ¾èäåàëüíîé¿ êîîïåðàòèâíîé èãðû ñ
åäèíñòâåííûì ñòàáèëüíûì äåëåæåì.

Ïðèìåð 5.5 Ó÷åíûé èçîáðåë íîâîå ëåêàðñòâî, íî íå ìîæåò ïðîèçâîäèòü
åãî ñàìîñòîÿòåëüíî. Ó÷åíûé ìîæåò ïðîäàòü ôîðìóëó ëåêàðñòâà îäíîé
èç äâóõ ôàðìàöåâòè÷åñêèõ êîìïàíèé. Óäà÷ëèâàÿ êîìïàíèÿ ñîãëàñíà ðàç-
äåëèòü ñ ó÷åíûì ïîðîâíó îæèäàåìóþ ïðèáûëü â $1 ìëí. Ñîñòàâèòü õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ äëÿ äàííîé èãðû è îïðåäåëèòü ÿäðî.

Ðåøåíèå. Ó íàñ òðè èãðîêà: 1) ó÷åíûé; 2) êîìïàíèÿ 1; 3) êîìïàíèÿ 2.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èãðû:

v(∅) = v({1}) = v({2}) = v({3}) = v({2, 3}) = 0,
v({1, 2}) = v({1, 3}) = v({1, 2, 3}) = 1000000.
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ßäðî îïèñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè:

x1 + x2 ≥ 1000000,
x1 + x3 ≥ 1000000,
x2 + x3 ≥ 0,

x1 + x2 + x3 = 1000000,
x1, x2, x3 ≥ 0.

Ñëîæèâ òðè ïåðâûõ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

2(x1 + x2 + x3) ≥ 2000000,

èëè
x1 + x2 + x3 ≥ 1000000.

Íî ïîñêîëüêó x1 + x2 + x3 = 1000000, òî ìû äîëæíû ñäåëàòü âûâîä, ÷òî
òðè ïåðâûõ íåðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùèõ ÿäðî, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ êàê
ðàâåíñòâà.

x1 + x2 = 1000000,
x1 + x3 = 1000000,
x2 + x3 = 0,

x1 + x2 + x3 = 1000000,

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàõîäèì åäèíñòâåííîå ðåùåíèå x∗ = (1 000 000, 0, 0).
Çíà÷èò ÿäðî ñîäåðæèò òîëüêî îäèí äåëåæ x∗, ÷òî ïîä÷åðêèâàåò äîìèíèðó-
þùåå ïîëîæåíèå èãðîêà 1. 2

5.2 Çíà÷åíèå èãðû ïî Øåïëè

Êîíöåïöèÿ ÿäðà ïîëåçíà â êà÷åñòâå ìåðû ñòàáèëüíîñòè èãðû. Åñëè ÿäðî
ñîäåðæèò ìíîãî äåëåæåé, òî ó íàñ íåò ìåõàíèçìà, ÷òîáû âûáðàòü íàèáîëåå
ïðåäïî÷òèòåëüíûé äåëåæ. Åùå õóæå, åñëè ÿäðî ïóñòîå.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì äðóãîé ïîäõîä àíàëèçà êîîïåðàòèâ-
íûõ èãð. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà, âûäåëÿåòñÿ îäèí äåëåæ, íàçûâàåìûé
çíà÷åíèåì èãðû. Êîìïîíåíòû ýòîãî äåëåæà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê öåí-
íîñòü èëè ñèëó îòäåëüíûõ èãðîêîâ. Àëüòåðíàòèâíî, çíà÷åíèå èãðû ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê åå èñõîä, îïðåäåëåííûé íåêîòîðûì ñïðàâåäëèâûì è
íåïðåäâçÿòûì àðáèòðîì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî i-é èãðîê ïîëó÷àåò âûèãðûø

φi(v) =
∑
S⊂N

(n− |S| − 1)! |S|!
n!

(v(S ∪ {i})− v(S)), (5.6)
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ðàâíûé ñðåäíåé âåëè÷èíå ñâîèõ âêëàäîâ âî âñå êîàëèöèè. ×èñëî v(S∪{i})−
v(S) åñòü âêëàä èãðîêà i ïðè ïðèñîåäèíåíèè ê êîàëèöèè S, à âåñîâîé ìíî-
æèòåëü

(n− |S| − 1)! |S|!
n!

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåðîÿòíîñòü îáðàçîâàíèÿ êîàëèöèè S.
Çíà÷åíèåì Øåïëè1 êîîïåðàòèâíîé èãðû (N, v) íàçûâàåòñÿ âåêòîð

φ(v) def= (φi(v), . . . , φn(v)).

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå Øåïëè � ýòî åäèíñòâåííûé äåëåæ,
êîòîðûé

ñèììåòðè÷åí: φi(v) = φj(v) äëÿ ñèììåòðè÷íûõ èãðîêîâ i è j (äâà
èãðîêà ñèììåòðè÷íû, åñëè ïðèñîåäèíåíèå ëþáîãî èç ýòèõ èãðîêîâ ê
ëþáîé êîàëèöèè S ⊂ N \ {i, j}, îäèíàêîâî óñèëèâàåò ýòó êîàëèöèþ:
v(S ∪ {i}) = v(S ∪ {j}));

àääèòèâåí: äëÿ ëþáûõ äâóõ èãð (N, v), (N,w) è ëþáîãî i ∈ N ñïðàâå-
äèâî ðàâåíñòâî φi(v + w) = φi(v) + φi(w);

íàçíà÷àåò íóëåâîé âûèãðûø φi(v) = 0 íóëåâûì èãðîêàì i ∈ N (èãðîê
i íóëåâîé, åñëè v(S ∪ {i}) = v(S) äëÿ âñåõ S ∈ N \ {i}).

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå Øåïëè äëÿ èãðû ¾ïîêóïêà ëîøàäè¿.
Ðåøåíèå.

Âêëàäû èãðîêîâ
Ïåðåñòàíîâêà

1 2 3

(1,2,3) 500 500 0
(1,3,2) 500 100 400
(2,1,3) 1000 0 0
(2,3,1) 1000 0 0
(3,1,2) 900 100 0
(3,2,1) 1000 0 0

Ñðåäíèé âêëàä 4900/6 700/6 400/6

Çíà÷èò çíà÷åíèå Øåïëè äëÿ äàííîé èãðû åñòü äåëåæ

(4900/6, 700/6, 400/6) =
(

816
2
3
, 116

2
3
, 66

2
3

)
.

Ïîêàæåì, ÷òî äàííûé äåëåæ íå ïðèíàäëåæèò ÿäðó. Äëÿ ýòîãî ñïåðâà
çàïèøåì íåðàâåíñòâà, îïðåäåëÿþùèå ÿäðî:

x1 ≥ 500, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0,
x1 + x2 ≥ 1000,
x1 + x3 ≥ 900,
x1 + x2 + x3 = 1000.

1 L.S. Shapley. A value for n-person games. In H. Kuhn, A.W. Tucker, Contributions in the

Theory of Games II, Princeton, New Jersey: Princeton University Press, 1953, pp. 307�317.
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Îòíÿâ îò ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íåðàâåíñòâî x1 + x2 ≥ 1000, ïîëó÷èì íåðà-
âåíñòâî x3 ≤ 0. Çíà÷èò, x3 = 0. Àíàëîãè÷íî, îòíÿâ îò ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà
íåðàâåíñòâî x1 +x3 ≥ 900, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî x2 ≤ 100. Çíà÷èò ÿäðî åñòü
ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:

{(1000− α, α, 0) : 0 ≤ α ≤ 100}.

Òàêèì îáðàçîì, P2 ïîêóïàåò ëîøàäü, óïëàòèâ îò 900$ äî 1000$. Íåñìîòðÿ
íà òî, ÷òî èãðîê P3 íå ìîæåò êóïèòü ëîøàäü, åãî ðîëü â äàííîé èãðå ñó-
ùåñòâåííà, ïîñêîëüêó áåç åãî ó÷àñòèÿ èãðîê P2 ñìîã áû êóïèòü ëîøàäü çà
ìåíåå ÷åì $900. Òàê êàê òðåòüÿ êîìïîíåíòà çíà÷åíèÿ Øåïëè íåíóëåâàÿ, òî
çíà÷åíèå Øåïëè íå ïðèíàäëåæèò ÿäðó. 2

Çíà÷åíèå Øåïëè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèëó èíäèâèäóàëüíûõ ÷ëå-
íîâ ïîëèòè÷åñêèõ è ýêîíîìè÷åñêèõ îðãàíèçàöèé.

Èãðà (N, v) íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè v(S) ðàâíî 0 èëè 1 äëÿ âñåõ êîà-
ëèöèé S ⊆ N .

Òèïè÷íûå ïðèìåðû ïðîñòûõ èãð:

(ãîëîñîâàíèå ïðîñòûì áîëüøèíñòâîì) v(S) = 1, åñëè |S| > n/2, èíà÷å
v(S) = 0;

(ãîëîñîâàíèå êîíñåíñóñîì) v(N) = 1, v(S) = 0 äëÿ âñåõ S ⊂ N ;

(âçâåøåííîå ãîëîñîâàíèå) äëÿ çàäàííûõ âåñîâûõ ìíîæèòåëåé wi (i ∈
N) è êâîòû q

v(S) =

{
1, åñëè

∑
i∈S wi > q,

0, åñëè
∑
i∈S wi ≤ q;

(äèêòàòîðñêàÿ èãðà) v(S) = 1, åñëè 1 ∈ S, èíà÷å v(S) = 0.

Äëÿ ïðîñòûõ èãð ôîðìóëà (5.6) äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ Øåïëè óïðî-
ùàåòñÿ, ïîñêîëüêó ðàçíîñòü v(S∪ i)−v(S) âñåãäà ðàâíà 0 èëè 1. Òî÷íåå, ýòà
ðàçíîñòü ðàâíà 0, åñëè v(S ∪ i) = v(S), è 1, åñëè v(S ∪ i) > v(S). Ïîýòîìó
ôîðìóëó (5.6) ìîæíî óïðîñòèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φi(v) =
∑

S⊆N,

v(S)=1, v(S\i)=0

(|S| − 1)! (n− |S|)!
n!

. (5.7)

Ïðèìåð 5.6 Îäíèì ïðîöåíòîì àêöèé Áåëòðàíñãàçà âëàäåþò ÷äåíû òðó-
äîâîãî êîëëåêòèâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè ñîçäàíèè ñîâìåñòíîãî ïðåäïðè-
ÿòèÿ îñòàëüíûå àêöèè ïîäåëèëè ïîðîâíó ìóæäó Ãàçïðîìîì è ïðàâèòåëü-
ñòâîì ÐÁ. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âñåõ ÷ëåíîâ òðóäîâîãî
êîëëåêòèâà êàê åäèíîãî âëàäåëüöà (÷òî ìàëîðåàëèñòè÷íî). Îïðåäåëèì öå-
íó ëþáîé êîàëèöèè, êîòîðàÿ ìîæåò ïðèíÿòü ðåøåíèå, ðàâíîé 1, à öåíó
ëþáîé äðóãîé êîàëèöèè � ðàâíîé 0. Ðåøåíèå ïðèíèìàåòñÿ, åñëè çà íåãî
ïðîãîëîñîâàëè 50% ïëþñ îäíà àêöèÿ. Îöåíèòå ñèëó êàæäîãî èç äåðæàòå-
ëåé àêöèé, âû÷èñëèâ öåíó Øåïëè.



90 Ãëàâà 5. Êîîïåðàòèâíûå èãðû

Ðåøåíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðàâèòåëüñòâî ÐÁ� ýòî èãðîê 1, Ãàçïðîì
� èãðîê 2, à îáúåäèíåííûå àêöèîíåðû � èãðîê 3. Ýòî èãðà òèïà ¾âçâåøåí-
íîå ãîëîñîâàíèå¿ ñ âåñîâûìè ìíîæèòåëÿìè w1 = w2 = 49.5, w3 = 1 è êâîòîé
q = 50. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äàííîé èãðû ñëåäóþùàÿ:

v(∅) = v(1) = v(2) = v(3) = 0,
v(1, 2) = v(1, 3) = v(2, 3) = v(1, 2, 3) = 1.

Â ñèëó ïîëíîé ñèììåòðèè âñå êîìïîíåíòû çíà÷åíèÿ Øåïëè ðàâíû ìåæäó
ñîáîé. Ïîñêîëüêó

φ1(v) = 2
(2− 1)! (3− 2)!

3!
=

2
1 · 2 · 3

=
1
3
,

çíà÷åíèå Øåïëè äëÿ äàííîé èãðû åñòü âåêòîð (1/3, 1/3, 1/3), ñîãëàñíî êî-
òîðîìó âñå èãðîêè ðàâíîñèëüíû. 2

Ïðèìåð 5.7 Äîêàæèòå, ÷òî ÿäðî ïðîñòîé èãðû (N, v) íåïóñòîå òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååòñÿ õîòÿ áû îäèí èãðîê ñ ïðàâîì âåòî (èãðîê i
èìååò ïðàâî âåòî, åñëè v(N \ {i}) = 0).

5.3 Ñåðäöåâèíà

Çíà÷åíèåØåïëè â îáùåì ñëó÷àå íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ èíäèâèäóàëüíîé
ðàöèîíàëüíîñòè è ïîòîìó íå ÿâëÿåòñÿ äàæå äåëåæîì. Êðîìå òîãî, åñëè ýòî
âîçìîæíî, òî õîòåëîñü áû, ÷òîáû ¾ñïðàâåäëèâûé¿ äåëåæ áûë ñòàáèëüíûì
(ïðèíàäëåæàë ÿäðó). Èíàÿ èíòåðåñíàÿ êîíöåïöèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ¾ñïðà-
âåäëèâîãî¿ äåëåæà ïðåäëîæåíà Øìàéäëåðîì2. Îñíîâíàÿ èäåÿ çäåñü ñîñòî-
èò â òîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü äåëåæ, êîòîðûé âûçûâàåò íàèìåíüøóþ íåóäî-
âëåòâîðåííîñòü ñðåäè âñåõ êîàëèöèé. Òàêîé äåëåæ íàçûâàþò ñåðäöåâèíîé
(nucleolus).

Ðàññìîòðèì êîîïåðàòèâíóþ èãðó (N, v) è äåëåæ x. Äåôèöèò êîàëèöèè
S ⊂ N îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçíîñòü

d(x, S) def= v(S)−
∑
i∈S

xi

ìåæäó òåì, ÷òî êîàëèöèÿ ìîæåò ïîëó÷èòü äåéñòâóÿ ñàìîñòîÿòåëüíî, è òåì,
÷òî ïîëó÷àò ÷ëåíû êîàëèöèè, åñëè ðåàëèçóåòñÿ äåëåæ x. Åñëè äåëåæ x ïðè-
íàäëåæèò ÿäðó, òî äåôèöèòû âñåõ êîàëèöèé íåïîëîæèòåëüíû (ÿâëÿþòñÿ
èçëèøêàìè).

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó, êîãäà òîò, êòî êðè÷èò ãðîì÷å, îáñëóæèâàåòñÿ ïåð-
âûì, ìû ñíà÷àëà äîëæíû ðàññìîòðåòü êîàëèöèþ S ⊂ N ñ íàèáîëüøèì

2 D. Schmeidler. The nucleolus of a characteristic function game. SIAM J. Appl. Math. 17

(1969) 1163�1170.
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äåôèöèòîì d(x, S) è ïðåäëîæèòü íîâûé äåëåæ x′ ñ ìåíüøèì äåôèöèòîì
d(x′, S) äëÿ êîàëèöèè S. Çàòåì ðàññìàòðèâàåòñÿ êîàëèöèÿ S′ ñ ìàêñèìàëü-
íûì äåôèöèòîì d(x′, S′) È òàê ïðäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò ïî-
ëó÷åí òàêîé äåëåæ x̄, äëÿ êîòîðîãî ìû áîëüøå íå ìîæåì óìåíüøèòü ìàê-
ñèìàëüíûé äåôèöèò. Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîìîæåò íàì ïðîÿcíèòü äàííóþ
ïðîöåäóðó.

Ïðèìåð 5.8 (Áàíêðîòñòâî) Îáàíêðîòèâøàÿñÿ ìàëàÿ ôèðìà äîëæíà ñâîì
òðåì êðåäèòîðàì ñëåäóþùèå ñóììû: êðåäèòîðó 1� c1 = $10 000, êðåäèòî-
ðó 2 � c2 = $20 000, êðåäèòîðó 3 � c3 = $30 000. Íî ôèðìà èìååò òîëüêî
C = $36 000 äëÿ ïîêðûòèÿ ñâîèõ äîëãîâ. Êàê ñïðàâåäëèâî ðàçäåëèòü ýòó
ñóììó ìåæäó êðåäèòîðàìè?

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ èãðû ïî
ïðàâèëó

v(S) def= max{0, C −
∑
i∈N\S

ci}, S ⊆ N = {1, 2, 3}.

Ñàìè ïî ñåáå êðåäèòîðû 1 è 2 íå ìîãóò ïîëó÷èòü íèêàêîé ñóììû, ïîñêîëü-
êó äâà îñòàëüíûõ êðåäèòîðà ìîãóò çàáðàòü âñþ ñóììó â $36 000. Ïî ýòîé
ïðè÷èòå êðåäèòîð 3 ìîæåò ãàðàíòèðîâàííî ðàñ÷èòûâàòü íà ñóììó â $6 000
(îñòàòîê ïîñëå òîãî, êàê êðåäèòîðû 1 è 2 âåðíóò ñâîè äåíüãè â ïîëíîì
îáúåìå). Ðàññóæäàÿ ïîäîáíûì îáðàçîì, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü âñå çíà÷åíèÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè:

v(∅) = 0,
v(1) = v(2) = 0,
v(3) = v(1, 2) = 6,

v(1, 3) = 16,
v(2, 3) = 26,

v(1, 2, 3) = 36.

Âû÷èñëåíèÿ ñåðäöåâèíû ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 5.1. Ìû íà÷èíàåì ñ äåëå-
æà (6, 12, 18), ïîñòðîåííîãî ïî ïðîïîðöèîíàëüíîìó ïðèíöèïó: äîëÿ êàæäîãî
êðåäèòîðà ïðîïîðöèîíàëüíà åãî çàåìó. Äàííûì äåëåæîì íàèáîëåå íåóäî-
âëåòâîðåíà êîàëèöèÿ {2, 3} ñ ìàêñèìàëüíûì äåôèöèòîì -4. Ìû ìîæåì óìåíü-
øèòü ýòó íåóäîâëåòâîðåííîñòü óâåëè÷èâàÿ x2 + x3 è óìåíüøàÿ x1 (÷òîáû
ñîõðàíèòü ðàâåíñòâî x1 + x2 + x3 = 36) íà íåêîòîðóþ âåëè÷èíó δ1. Óìåíü-
øåíèå x1 çíà÷àåò ðîñò äåôèöèòîâ êîàëèöèé {1}, {1, 2} è {1, 3}. Ïðè δ1 = 1
äåôèöèòû êîàëèöèé {2, 3} è {1} ñðàâíÿþòñÿ. Ïîýòîìó â íàøåì ñëåäóþ-
ùåì äåëåæå x1 = 5. Îñòàëîñü îïðåäåëèòü x2 è x3. Ìû ýòî ñäåëàåì òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ íîâîãî äåëåæà âòîðîé ïî âåëè÷èíå äåôèöèò áûë ìè-
íèìàëüíûì ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ x2 + x3 = 36 − 5 = 31. Ýòîò âòîðîé
ïî âåëè÷èíå äåôèöèò d(x, {1, 5}) = 16 − x1 − x3 áóäåò ðàâåí 8, åñëè óìåíü-
øèòü x3 íà 1 è íå ìåíÿòü çíà÷åíèå x2. Îòñþäà ïîëó÷àåì äåëåæ (5, 12, 19).
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Òàáëèöà 5.1: Âû÷èñëåíèå ñåðäöåâèíû äëÿ èãðû èç ïðèìåðà 5.8

Äåëåæè
S v(S)

d(x, S) (6,12,18) (5,12,19) (5,10.5,20.5)

{1} 0 −x1 -6 -5 -5
{2} 0 −x2 -12 -12 -10.5
{3} 6 6− x3 -12 -13 -14.5
{1,2} 6 6− x1 − x2 -12 -11 -9.5
{1,3} 16 16− x1 − x3 -8 -8 -9.5
{2,3} 26 26− x2 − x3 -4 -5 -5

Èç âûøåïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé äîëæíî áûòü ÿñíî, ÷òî ìû óæå íå ñìî-
æåì óìåíüøèòü íåóäîâëåòâîðåííîñòü êîàëèöèé {1} è {2, 3}. Ïîïûòàåìñÿ
óìåíüøèòü íåóäîâëåòâîðåííîñòü êîàëèöèè {1, 3} ñî ñëåäóþùèì ïî âåëè-
÷èíå äåôèöèòîì (=8). Ìû ìîæåì óìåíüøèòü ýòîò äåôèöèò óâåëè÷èâàÿ x3

è óìåíüøàÿ x2 íà íåêîòîðóþ âåëè÷èíó δ2. Ïðè δ2 = 1.5 äåôèöèòû êîàëè-
öèé {1, 3} è {1, 2} ñðàâíÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî íàø ñëåäóþùèé äåëåæ åñòü
(5, 10.5, 20.5). Èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé äîëæíî áûòü ÿñíî, ÷òî äàëüíåé-
øåå óìåíüøåíèå êàêîãî-ëèáî äåôèöèöà ïðèâåäåò ê óâåëè÷åíèþ äåôèöèòà
íå ìåíüøåãî çà òîò, êîòîðûé ìû áóäåì ñòàðàòüñÿ óìåíüøèòü. Ñëåäîâàòåëü-
íî, äåëåæ (5, 10.5, 20.5) åñòü ñåðäöåâèíà ðàññìàòðèâàåìîé èãðû. Ìû âèäèì,
÷òî ïî ýòîìó äåëåæó óâåëè÷èâàþòñÿ âûïëàòû êðåäèòîðó ñ ìàêñèìàëüíûìè
ïîòåðÿìè.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ âû÷èñëèì òàêæå çíà÷åíèå Øåïëè äëÿ äàííîé èãðû.

Âêëàäû èãðîêîâ
Ïåðåñòàíîâêà

1 2 3

(1,2,3) 0 6 30
(1,3,2) 0 20 16
(2,1,3) 6 0 30
(2,3,1) 10 0 26
(3,1,2) 10 20 6
(3,2,1) 10 20 6

Ñðåäíèé âêëàä 6 11 19

Èòàê, çíà÷åíèå Øåïëè åñòü äåëåæ (6, 11, 19). 2

Íàñòàëî âðåìÿ äàòü ñòðîãîå îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ¾ñåðäöåâèíà¿. Äëÿ
äåëåæà x îáîçíà÷èì ÷åðåõ D(x) âåêòîð âåôèöèòîâ, óïîðÿäî÷åííûõ â ïî-
ðÿäêå íåóáûâàíèÿ. Â ïðèìåðå 5.8, äëÿ x = (6, 12, 18) ìû èìååì D(x) =
(−4,−6,−8,−12,−12,−12). Ìû áóäåì ñðàâíèâàòü âåêòîðû D(x) ëåêñèêî-
ãðàôè÷åñêè. Ãîâîðÿò, ÷òî âåêòîð y ∈ Rn ëåêñèêîãðàôè÷åñêè íå áîëüøå
âåêòîðà z ∈ Rn, çàïèñûâàåì y �lex z, åñëè x = y èëè äëÿ íåêîòîðîãî k
(1 ≤ k < n) ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ: yi = zi äëÿ i = 1, . . . , k − 1 è yk < zk.
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Äåëåæ x íàçûâàþò ñåðäöåâèíîé èãðû (N, v), åñëè äëÿ âñåõ äðóãèõ äåëå-
æåé x′ 6= x ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà D(x) �lex D(x′).

Òåîðåìà 5.1 Ñåðäöåâèíà èãðû ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà. Åñëè ÿäðî íå
ïóñòîå, òî ñåðäöåâèíà ïðèíàäëåæèò ÿäðó.

Ìû îñòàâëÿåì ýòó òåîðåìó áåç äîêàçàòåëüñòâà, à âñåõ, êîãî îíî èíòåðå-
ñóåò, îòñûëàåì ê êíèãå Îóýíà.

Ñåðäöåâèíó èãðû ìîæíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ñíà÷àëà ðåøàåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ËÏ:

α→ min∑
i∈S

xi + α ≥ v(S), S ⊂ N,∑
i∈N

xi = v(N),

xi ≥ 0, i ∈ N.

Ïóñòü (α1, x1) îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è è ïóñòü

F 1 =

{
S ⊂ N :

∑
i∈S

x1
i = v(S)− α1

}
.

Çàòåì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü âòîðîé ìàêñèìàëüåûé äåôèöèò, íóæíî ðå-
øèòü ñëåäóþùóþ çàëà÷ó ËÏ:

α→ min∑
i∈S

xi = v(S)− α1, S ∈ F1,∑
i∈S

xi + α ≥ v(S)− α1, S ⊂ N, S 6∈ F1 ,∑
i∈N

xi = v(N),

xi ≥ 0, i ∈ N.

Ïóñòü (α2, x2) îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è è ïóñòü

F 2 =

{
S ⊂ N : S 6∈ F1 è

∑
i∈S

x2
i + α2 = v(S)− α1 − α2

}
.
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Â îáùåì ñëó÷àå íà øàãå k ðåøàåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ËÏ:

α→ min∑
i∈S

xi = v(S)−
s∑
j=1

αj , S ∈ Fs, s = 1, . . . , k − 1,

∑
i∈S

xi + α ≥ v(S)−
k−1∑
j=1

αj , S ⊂ N, S 6∈ ∪k−1
j=1Fj ,∑

i∈N
xi = v(N),

xi ≥ 0, i ∈ N.

Ïóñòü (αk, xk) îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è è ïóñòü

F k =

S ⊂ N : S 6∈ ∪k−1
j=1Fj è

∑
i∈S

xki = v(S)−
k∑
j=1

αj

 .

Àëãîðèòì îñòàíàâëèâàåòñÿ íà øàãå q, êîãäà αq = 0. Òîãäà xq åñòü ñåðä-
öåâèíà èãðû.

5.4 Ïðåäâàðèòåëüíûå ïåðåãîâîðû

Â ñèòóàöèÿõ, ìîäåëèðóåìûõ êîîïåðàòèâíûìè èãðàìè, äîëæåí áûòü ïðåäó-
ñìîòðåí ïåðèîä ïåðåãîâîðîâ, â òå÷åíèè êîòîðîãî èãðîêè ïûòàþòñÿ ñôîð-
ìèðîâàòü êîàëèöèè è çàòåì ñîãëàñîâàòü ðàçìåðû âçàèìíûõ âûïëàò. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî âñå èãðîêè ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè, ò. å. òàêèìè, êîòîðûå
â êàæäîé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè ïðèíèìàþò òå ðåøåíèÿ, êîòîðîå ïðèíîñÿò
èì íàèáîëüøèé âûèãðûø. Â õîäå äèñêóññèé èãðîêè ìîãóò óãðîæàòü äðóã
äðóãó, c öåëüþ ñêëîíèòü îïïîíåíòîâ ê ïðèíÿòèþ èõ ïðåäëîæåíèé. ×òîáû
áûòü ïðàâäîïîäîáíûìè, óãðîçû äîëæíû ïðèíîñèòü èõ èíèöèàòîðàì ìåíü-
øèé âðåä, ÷åì èõ îïïîíåíòàì. Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 5.9 Ðàññìîòðèì êîîïåðàòèâíàé âàðèàíò ñëåäóþøåé áèìàòðè÷-
íîé èãðû [

5∗, 3∗ 0,−3
0, 0 4∗, 6∗

]
.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äàííîé êîîïåðàòèâíîé èãðû çàäàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

v(∅) = 0, v(1) = v(A) =
20
9
, v(2) = v(BT ) =

3
2
, v(1, 2) = 10.

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå v(1, 2) = 10 äîñòèãàåòñÿ äëÿ ñèòóàöèè ðàâíîâå-
ñèÿ (2, 2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èãðîêè ïðèøëè ê ñîãëàøåíèþ è îáðàçîâàëè
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êîàëèöèþ {1, 2}. Èãðîê 1, çíàêîìûé ñ òåîðèåé êîîïåðàòèâíûõ èãð, ïðåäëà-
ãàåò èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèå Øåïëè x1 = (5.5, 4.5) â êà÷åñòâå ñïðàâåäëè-
âîãî äåëåæà, à èãðîê 2, íå çíàêîìûé ñ òåîðèåé êîîïåðàòèâíûõ èãð, ñîãëà-
øàåòñÿ èç ñâîåãî âûèãðûøà â 6 åäèíèö çàïëàòèòü èãðîêó 1 òîëüêî îäíó
åäèíèöó, âìåñòî çàïðîøåííûõ 1.5 åäèíèö. Êàê èãðîê 1 ìîæåò óáåäèòü
èãðîêà 2 â îáîñíîâàííîñòè ñâîåãî ïðåäëîæåíèÿ?

Ðåøåíèå. Äàâàéòå ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî äåëåæ x1 åñòü äåéñòâèòåëüíî
çíà÷åíèå Øåïëè äëÿ äàííîé èãðû.

Âêëàäû èãðîêîâ
Ïåðåñòàíîâêà

1 2

(1,2) 4 6
(2,1) 7 3

Ñðåäíèé âêëàä 5.5 4.5

Ïîñêîëüêó èãðîê 2 óïîðñòâóåò è íå ñîãëàøàåòñÿ ñ ïðåäëîæåíèåì èãðî-
êà 1, òî èãðîê 1 ìîæåò óãðîæàòü ïåðåõîäîì ê ñâîåé ïåðâîé ñòðàòåãèè. Ïðè-
÷åì, ýòà óãðîçà ïðàâäîïîäîáíà, ïîñêîëüêó ïðè ëþáûõ îòâåòíûõ äåéñòâèÿõ
èãðîêà 2 åãî ïîòåðè áóäóò áîëüøèìè. Áóäó÷è ðàöèîíàëüíûì èãðîêîì, íà
ñòðàòåãèþ 1 èãðîêà 1 èãðîê 2 äîëæåí îòâåòèòü ñâîåé ñòðàòåãèåé 1. Ïîñëå
ýòîãî ñëîæèòñÿ ñèòóàöèÿ (1, 1) ñ âûèãðûøåì 5 ó èãðîêà 1 è âûèãðûøåì 3
ó èãðîêà 2. Ïðîòèâ ñèòóàöèè (1, 1) ó èãðîêà 2 íåò êîíòðóãðîçû, ïîñêîëüêó
åãî ïåðåõîä ê ñòðàòåãèè 2 íàâðåäèò åìó áîëüøå, ÷åì ñîïåðíèêó.

Â ñèëó âûøåïðèâåäåííîãî àíàëèçà óãðîç è êîíòðóãðîç èãðîê 2, áóäó÷è
ðàöèîíàëüíûì èãðîêîì, äîëæåí ñîãëàñèòüñÿ ïðèíÿòü äåëåæ x1, ÷òîáû ïî-
ëó÷èòü âûèãðûø â 4.5 åäèíèö âìåñòî 3 åäèíèö. 2

Èãðîêè èñïîëüçóþò óãðîçû è êîíòðóãðîçû äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîâëèÿòü íà
âûáîð äåëåæà. Íî êàê èãðîêè äîëæíû âûáèðàòü ñâîè óãðîçû è êàê ýòè óãðî-
çû âëèÿþò íà ôîðìèðîâàíèå îêîí÷àòåëüíîãî äåëåæà? Äëÿ êîîïåðàòèâíûõ
èãð äâóõ ëèö ìû ìîæåì îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû âïîëíå óáåäèòåëüíî.

5.4.1 Êîîïåðàöèÿ äâóõ èãðîêîâ

Ðàññìîòðèì êîîïåðàòèâíûé âàðèàíò áèìàòðè÷íîé èãðû ñ m × n-ìàòðèöà-
ìè âûèãðûøåé èãðîêîâ A è B. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äàííîé èãðû
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó:

v(∅) = 0, (5.8)

v(1) = v(A) = max
p∈Σm

min
1≤j≤n

pTAej , (5.9)

v(2) = v(BT ) = max
q∈Σn

min
1≤i≤m

eTi Aq, (5.10)

v(1, 2) = max
1≤i≤m

max
1≤j≤n

(aij + bij). (5.11)

Çàìåòèì, ÷òî v(1) è v(2) åñòü óðîâíè áåçîïàñíîñòè èãðîêîâ.
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Åñëè èãðîêè ïðèøëè ê ñîãëàøåíèþ, òî çíà÷èò îíè ñîãëàñèëèñü èñïîëüçî-

âàòü ïàðó ñòðàòåãèé (i0, j0), òàêóþ, ÷òî ai0j0 + bi0j0 = v(1, 2) def= σ. Êðîìå òî-
ãî, îíè äîëæíû áûëè ñîãëàñîâàòü äåëåæ (x∗1, x

∗
2) âûèãðûøà σ = x∗1+x∗2. Åñëè

x∗1 < ai0j0 , òî ïåðâûé èãðîê äîëæåí âûïëàòèòü âòîðîìó ñóììó ai0j0 − x∗1,
à åñëè x∗2 < bi0j0 , òî òîãäà âòîðîé èãðîê äîëæåí âûïëàòèòü ïåðâîìó ñóììó
bi0j0 − x∗2.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîãëàøåíèå åùå íå äîñòèãíóòî. Äîïóñòèì, ÷òî
â êà÷åñòâå ñâîåé óãðîçû èãðîê 1 âûáðàë ñòðàòåãèþ p, à èãðîê 2 ñòðàòåãèþ q
(â îáùåì ñëó÷àå p è q åñòü ñìåøàííûå ñòðàòåãèè). Â ñèòóàöèè (p, q) ïåðâûé
èãðîê ïîëó÷èò D1 = pTAq, à âòîðîé � D2 = pTBq. Óãðîçà èãðîêà 1 áóäåò
íàèáîëåå ñèëüíîé, êîãäà âåëè÷èíà D1 − D2 ìàêñèìàëüíà. Ñîîòâåòñòâåííî,
óãðîçà èãðîêà 2 íàèáîëåå ñèëüíà, êîãäà ðàçíîñòü D2−D1 ìàêñèìàëüíà, ÷òî
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ðàçíîñòü D1 −D2 ìèíèìàëüíà. Ïîñêîëüêó

D1 −D2 = pT (A−B)q,

òî â äåéñòâèòåëüíîñòè ìû èååì ìàòðè÷íóþ èãðó ñ ìàòðèöåé A−B. Îáîçíà-
÷èì öåíó ýòîé èãðû ÷åðåç δ, à îïòèìàëüíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ
� ÷åðåç p∗ è q∗.

Âåêòîð ïëàòåæåé D∗ = (D∗1 = p∗TAq∗, D∗2 = p∗TBq∗) íàçûâàþò òî÷êîé
ðàçíîãëàñèÿ. Ïåðâûé èãðîê íå ñîãëàñèòñÿ ïîëó÷èòü ìåíüøå D∗1 , à âòîðîé
� ìåíüøå D∗2 , ïîñêîëüêó ýòè ñóììû îíè ìîãóò ïîëó÷èòü, åñëè ñîãëàøåíèå
íå áóäåò äîñòèãíóòî. Çíà÷èò, äåëåæ D1 = (D∗1 , σ −D∗1) åñòü ïðåäåëüíî äî-
ïóñòèâûé äåëåæ äëÿ èãðîêà 1, à äåëåæ D2 = (σ − D∗2 , D

∗
2) � ïðåäåëüíî

äîïóñòèâûé äåëåæ äëÿ èãðîêà 2. Ðàçóìíûì êîìïðîìèñîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ
âûáîð â êà÷åñòâå ñïðàâåäëèâîãî äåëåæà âåêòîðà x∗, ëåæàùåãî íà ñåðåäèíå
îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè D1 è D2:

x∗ =
1
2

(D1 +D2) =
1
2

(D∗1 + σ −D∗2 , σ −D∗1 +D∗2) =
(
σ + δ

2
,
σ − δ

2

)
.

Çàìåòèì, ÷òî, îòêàçàâøèñü ïðèíÿòü äåëåæ x∗ è äåéñòâóÿ ñàìîñòîÿòåëüíî,
èãðîêè ïîñòðàäàþò â ðàâíîé ìåðå.

Ïðèìåð 5.10 Îïðåäåëèòü óãðîçû èãðîêîâ è ñïðàâåäëèâûé äåëåæ â èãðå ñî
ñëåäóþùèìè âûèãðûøàìè èãðîêîâ:[

0, 0 6, 2 −1, 2
4,−1 3, 6 5, 5

]
.

Ðåøåíèå. Ìàêñèìàëüíûé âûèãðûø èãðîêîâ â ýòîé èãðå σ = 10 äîñòè-
ãàåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè èãðîêàìè ñòðàòåãèé i0 = 2 è j0 = 3.

×òîáû îïðåäåëèòü íàèáîëåå ñèëüíûå óãðîçû èãðîêîâ, ðåøèì ìàòðè÷íóþ
èãðó ñ ìàòðèöåé

A−B =
[

0 4 −3
5 −3 0

]
.

Öåíà äàííîé ìàòðè÷íîé èãðû ðàâíà δ = −9/10, à îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè
(óãðîçû) èãðîêîâ p∗ = (3/10, 7/10), q∗ = (0, 3/10, 7/10).
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Ñïðàâåäëèâûé äåëåæ

x∗ =
(

10− 9/10
2

,
10 + 9/10

2

)
= (4.45, 5.45)

ïðåäïîëàãàåò âûïëàòó ïåðâûì èãðîêîì âòîðîìó èãðîêó ñóììû â 0.45 åäè-
íèö. 2

5.4.2 Ìíîæåñòâà ñäåëîê

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîàëèöèè ñôîðìèðîâàíû. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òàêèå
ïëàòåæè, êîãäà íè îäíîìó èãðîêó íåëüçÿ ïðèãðîçèòü òàê, ÷òîáû â ðåçóëü-
òàòå óìåíüøèòü åãî äîëþ âûèãðûøà.

Êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðîé â êîîïåðàòèâíîé èãðå (N, v) íàçûâàåòñÿ ðàç-
áèåíèå

T = (T1, . . . , Tm)

ìíîæåñòâà èãðîêîâ N .
Èíäèâèäóàëüíî-ðàöèîíàëüíîé êîíôèãóðàöèåé íàçûâàåòñÿ ïàðà (T , x), ãäå

T � êîàëèöèîííàÿ ñòðóêòóðà, à x = (x1, . . . , xn) åñòü âåêòîð, óäîâëåòâîðÿ-
þùèé óñëîâèÿì ∑

i∈Tj

xi = v(Tj), j = 1, . . . ,m, (5.12)

xi ≥ v(i), i ∈ N. (5.13)

Çäåñü (5.12) åñòü âàðèàíò óñëîâèÿ êîëëåêòèâíîé ðàöèîíàëüíîñòè, êîãäà ó÷àñò-
íèêè êàæäîé èç êîàëèöèé äåëÿò âåñü ñâîé âûèãðûø. Äëÿ i ∈ N ìíîæåñòâî

P (i, T ) = {k ∈ Tj : i ∈ Tj}

åñòü ìíîæåñòâî ïàðòíåðîâ èãðîêà i ∈ N â êîàëèöèîííîé ñòðóêòóðå T .
Óãðîçîé èãðîêà k ïðîòèâ ñâîåãî ïàðòíåðà l ∈ P (k, T ) íàçûâàåòñÿ äðóãàÿ

èíäèâèäóàëüíî-ðàöèîíàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ (U , y), òàêàÿ, ÷òî

a) åñëè i ∈ P (k,U), òî yi > xi;

b) l 6∈ P (k,U).

Êîíòðóãðîçîé l ïðîòèâ k íàçûâàåòñÿ íåêîòîðàÿ òðåòüÿ èíäèâèäóàëüíî-
ðàöèîíàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ (V, z), òàêàÿ, ÷òî

a) åñëè i ∈ P (l,U), òî zi ≥ xi;

b) åñëè i ∈ P (l,V) ∩ P (k,U), òî zi > yi;

c) k 6∈ P (l,V).
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Èíäèâèäóàëüíî-ðàöèîíàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ, ïðè êîòîðîé äëÿ ëþáîé
óãðîçû k ïðîòèâ l ó èãðîêà l èìååòñÿ êîíòðóãðîçà ïðîòèâ k, íàçûâàåòñÿ
óñòîé÷èâîé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â èãðå ¾ïîêóïêà ëîøàäè¿ ñôîðìèðîâàíà êîàëèöèîí-
íàÿ ñòðóêòóðà T = ({1, 2}, {3}). Òîãäà (T , x) åñòü óñòîé÷èâàÿ èíäèâèäóàëüíî-
ðàöèîíàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x3 = 0 è âûïîë-
íÿþòñÿ íåðàâåíñòâà x1 ≥ 900, x1 + x2 = 1000.

Ìíîæåñòâîì ñäåëîêM(i)
1 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ óñòîé÷èâûõ èíäè-

âèäóàëüíî-ðàöèîíàëüíûõ êîíôèãóðàöèé. Ýòî ìíîæåñòâî íå ïóñòî â ñòðîãîì
ñìûñëå, ò.å. äëÿ ëþáîé êîíôèãóðàöèè T ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí

âåêòîð x, òàêîé, ÷òî (T , x) ∈M(i)
1 .

5.5 Êîððåëèðîâàííîå ðàâíîâåñèå

Êîððåëèðîâàííîå ðàâíîâåñèå � ýòî îáîáùåíèå ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó. Ýòî
ïîíÿòèå ââåäåíî Ðîáåðòîì Îìàíîì3 ( Íîáåëåâñêèì ëàóðåàòîìîâ â îáëàñòè
ýêîíîìèêè 2006 ãîäà). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èãðîêè ìîãóò äåéñòâîâàòü ñîãëà-
ñîâàííî, íî íå íàñòîëüêî êàê â êîîïåðàòèâíûõ èãðàõ, êîãäà âûèãðûøè èãðî-
êîâ ìîãóò ïåðåðàñïðåäåëÿòüñÿ (íåêîòîðûå èãðîêè ìîãóò ïåðåäîâàòü ÷àñòü
ñâîåãî âûèãðûøà äðóãèõ èãðîêàì). Äëÿ çàäàííîé áåñêîàëèöèîííîé èãðû
êîððåëèðîâàííîå ðàâíîâåñèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê òàêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿò-
íîñòåé íà ìíîæåñòâå ñèòóàöèé, êîãäà íè îäíîìó èãðîêó â îòäåëüíîñòè íå
âûãîäíî îòêëîíÿòüñÿ îò ãåíåðèðóåìîé (â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ðàñïðåäåëå-
íèåì) ñòðàòåãèè.

Íà÷íåì ñ ïðèìåðà. Ðàññìîòðèì áèìàòðè÷íóþ èãðó öûïëÿò ñî ñëåäóþ-
ùèìè âûèãðûøàìè èãðîêîâ

B C
B 0,0 7,2
C 2,7 6,6

Â ýòîé èãðå, êàæäûé èç ó÷àñòíèêîâ ìîæåò ïðèíÿòü âûçîâ (B) èëè ¾ñòðó-
ñèòü¿ (Ñ). Åñëè îäèí èç ó÷àñòíèêîâ ïðèíèìàåò âûçîâ, òî äðóãîìó ëó÷øå
ñòðóñèòü. Íî åñëè îäèí èç ó÷àñòíèêîâ ðåøèë ñòðóñèòü, òî äðóãîìó ëó÷øå
ïðèíÿòü âûçîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé èç ó÷àñòíèêîâ õîòåë áû ïðèíÿòü
âûçîâ, íî òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî îïïîíåíò ìîæåò ñòðóñèòü.

Â ýòîé èãðå èìååòñÿ äâå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ (B,C)
è (C,B). Êðîìå ýòîãî, òàêæå èìååòñÿ îäíà ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñìåøàí-
íûõ ñòðàòåãèÿõ, êîãäà êàæäûé èç ó÷àñòíèêîâ ïðèíèìàåò âûçîâ ñ âåðîÿò-
íîñòüþ 1/3: (pB , pC) = (1/3, 2/3) è (qB , qC) = (1/3, 2/3). Âûèãðûøè îáîèõ
èãðîêîâ â äàííîé ñìåøàííîé ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ðàâíû 4 2

3 .
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâå ñèòó-

àöèé: p(B,B) = 0 è p(C,C) = p(B,C) = p(C,B) = 1/3 (P (X,Y ) îáîçíà÷åò

3 R. Aumann. Subjectivity and correlation in randomized strategies. Journal of

Mathematical Economics 1 (1974) 67�96.
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âåðîÿòíîñòü âûáîðà ñèòóàöèè (X,Y )). Ìû ìîæåì ïðåäñòàâèòü, ÷òî èìåþòñÿ
òðè êàðòû ñîîòâåòñòâåííî ñ ìåòêàìè (CC), (B,C) è (C,B). Ïåðåä íà÷àëîì
î÷åðåäíîé ïàðòèè èãðû äîâåðåííîå ëèöî îáîèõ èãðîêîâ (íàïðèìåð, êîìïüþ-
òåð) ñëó÷àéíî ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ âûáèðàåò îäíó èç êàðò. Ïóñòü (X,Y )
îáîçíà÷àåò ìåòêó íà âûáðàííîé êàðòå. Äîâåðåííîå ëèöî ðåêîìåíäóåò èãðî-
êó 1 èñïîëüçîâàòü ñòðàòåãèþ X, à èãðîêó 2 � ñòðàòåãèþ Y . Çàìåòèì, ÷òî
èãðîê 1 íå çíàåò Y , à èãðîê 2 íå çíàåò X.

Óáåäèìñÿ, ÷òî óêàçàííîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ìíîæåñòâå ñè-
òóàöèé ÿâëÿåòñÿ êîððåëèðîâàííûì ðàâíîâåñèåì. Åñëè X = B, òî èãðîê 1
çíàåò, ÷òî âòîðîé èãðîê ïðèìåíèò ñòðàòåãèþ Y = C. Â òàêîì ñëó÷àå, âûèã-
ðûø èãðîêà 1 ðàâåí 7 è åìó íå âûãîäíî ïåðåõîäèòü ê ñòðàòåãèè C, ïîñêîëüêó
òîãäà ñëîæèòñÿ ñèòóàöèÿ (C,C), â êîòîðîé âûèãðûø èãðîêà 1 ðàâåí 6. Åñëè
X = C, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 çíà÷åíèå Y ðàâíî B èëè C. Ïîýòîìó ñðåäíèé
âûèãðûø èãðîêà 1 ðàâåí 1/2 · 2 + 1/2 · 6 = 4. À åñëè èãðîê 1 ïåðåéäåò ê
ñòðàòåãèè B, òî åãî ñðåäíèé âûèãðûø áóäåò ðàâåí 1/2 ·0 + 1/2 ·7 = 7/2 < 4.
Ïîñêîëüêó äàííàÿ èãðà ñèììåòðè÷íà, òî è èãðîêó 2 òàêæå íå âûãîäíî îò-
êëîíÿòüñÿ îò ðåêîìåíäóåìîé ñòðàòåãèè. Çíà÷èò äàííîå ðàñïðåäåëåíèå âå-
ðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ êîððåëèðîâàííûì ðàâíîâåñèåì. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â
ýòîé ñèòóàöèè êîððåëèðîâàííîãî ðàâíîâåñèÿ îæèäàåìûé âûèãðûø êàæäî-
ãî èç èãðîêîâ ðàâåí 1/3 · 7 + 1/3 · 2 + 1/3 · 6 = 5, ÷òî áîëüøå îæèäàåìîãî
âûèãðûøà èãðîêîâ, ðàâíîãî 4 2

3 , â ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðà-
òåãèÿõ.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê îáùåìó ñëó÷àþ è ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ áåñêîàëèöè-
îííóþ èãðó γ = ({1, . . . , n}, {Si}ni=1, {φi}ni=1). Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
p : S → R+ íà ìíîæåñâå ñèòóàöèé S = S1 × · · · × Sn íàçûâàåòñÿ êîððåëèðî-
âàííûì ðàâíîâåñèåì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

∑
s∈S:
si=s̄i

p(s)φi(s) ≥
∑
s∈S:
si=s̄i

p(s)φi(s‖ŝi), ∀ŝi ∈ Si \ s̄i, s̄i ∈ Si, i = 1, . . . , n,

(5.14)∑
s∈S

p(s) = 1, (5.15)

p(s) ≥ 0, s ∈ S. (5.16)

Çäåñü íåðàâåíñòâà (5.14) âûðàæàþò òîò ôàêò, ÷òî íè îäíîìó èç èãðîêîâ íå
âûãîäíî îòõîäèòü îò ðåêîìåíäóåìîé ñòðàòåãèè. Ðàâåíñòâî (5.15) íóæíî äëÿ
òîãî, ÷òîáû îòîáðàæåíèå p : S → R+ çàäàâàëî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
íà S. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êîëè÷åñòâå íåèçâåñòíûõ â ñèñòåìå (5.14)�(5.16)
ðàâíî |S1| × · · · × |Sn|.

Êàê ïðàâèëî, ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ðåøàþòñÿ ìåòîäàìè ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî ê ñèñòåìå íåðàâåíñòâ íóæíî äîáà-
âèòü ëþáóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ. Íàïðèìåð, åñëè ìû õîòèì ìàêñèìèçèðîâàòü
ñóììàðíûé îæèäàåìûé äîõîä âñåõ èãðîêîâ, òî íóæíî äîáàâèòü ê ñèñòåìå
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(5.14)�(5.16) ñëåäóþùóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ:

∑
s∈S

(
n∑
i=1

φi(s)

)
p(s)→ max . (5.17)

À â ñëó÷àå, åñëè ìû õîòèì ìàêñèìèçèðîâàòü ìèíèìàëüíûé èç äîõîäîâ
èãðîêîâ, ê ñèñòåìå (5.14)�(5.16) íóæíî äîáàâèòü ñëåäóþùóþ öåëåâóþ ôóíê-
öèþ è n íåðàâåíñòâ:

γ → max (5.18)∑
s∈S

φi(s)p(s) ≥ γ, i = 1, . . . , n. (5.19)

5.5.1 Ïðèìåðû

Ïðèìåð 5.11 Íàéäåì êîððåëèðóåìîå ðàâíîâåñèå äëÿ èãðû öûïëÿò, ïðè êî-
òîðîì ñóììàðíûé âûèãðûø äâóõ èãðîêîâ ìàêñèìàëåí.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì çàäà÷ó ËÏ (5.14)�(5.16) è (5.17):

0p(B,B) + 9p(B,C) + 9p(C,B) + 12p(C,C)→ max
0p(B,B) + 7p(B,C) ≥ 2p(B,B) + 6p(B,C),
2p(C,B) + 6p(C,C) ≥ 0p(C,B) + 7p(C,C),
0p(B,B) + 7p(C,B) ≥ 2p(B,B) + 6p(C,B),
2p(B,C) + 6p(C,C) ≥ 0p(B,C) + 7p(C,C),
p(B,B) + p(B,C) + p(C,B) + p(C,C) = 1,

p(B,B), p(B,C), p(C,B), p(C,C) ≥ 0

èëè ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé

9p(B,C) + 9p(C,B) + 12p(C,C)→max
2p(B,B)− p(B,C) ≤ 0,

− 2p(C,B) + p(C,C) ≤ 0,
2p(B,B) − p(C,B) ≤ 0,

− 2p(B,C) + p(C,C) ≤ 0,
p(B,B) + p(B,C) + p(C,B) + p(C,C) = 1,

p(B,B), p(B,C), p(C,B), p(C,C) ≥ 0.

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ËÏ ñëåäóþùåå:

p(B,B) = 0, p(B,C) = p(C,B) =
1
4
, p(C,C) =

1
2
.

Äëÿ äàííîãî êîððåëëèðîâàííîãî ðàâíîâåñèÿ îæèäàåìûé âûèãðûø êàæäîãî
èç èãðîêîâ ðàâåí

1
4

(2 + 7) +
1
2

6 = 5
1
4
,
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÷òî áîëüøå îæèäàåìîãî âûèãðûøà èãðîêîâ äëÿ êîððåëëèðîâàííîãî ðàâíî-
âåñèÿ, ðàññìîòðåííîãî ðàíåå. 2

Ïðèìåð 5.12 Äâå ðàäèîñòàíöèè ÀËÜÔÀ-ðàäèî è ÁÅÒÀ-ðàäèî äîëæíû âû-
áðàòü ôîðìàò âåùàíèÿ èç òðåõ âîçìîæíûõ: ìóçûêà, ñïîðò, èëè íîâîñòè.
Àóäèòîðèÿ ýòèõ ôîðìàòîâ � ñîîòâåòñòâåííî 50%, 30% è 20%. Åñëè îíè
âûáåðóò îäèíàêîâûé ôîðìàò, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ àóäèòîðèÿ ðàçäåëèò-
ñÿ ìåæäó ñòàíöèÿìè. Åñëè áóäóò âûáðàíû ðàçíûå ôîðìàòû, êàæäàÿ èç
ñòàíöèé ïîëó÷èò âñþ àóäèòîðèþ, âûáðàííîãî åþ ôîðìàòà. Äîõîäû ñòàí-
öèé ïðîïîðöèîíàëüíû èõ àóäèòîðèè. Îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûå ñòðàòå-
ãèè ðàäèîñòàíöèé.

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì ìàòðèöó âûèãðûøåé èãðîêîâ (ÀËÜÔÀ-ðàäèî � èã-
ðîê 1, ÁÅÒÀ-ðàäèî � èãðîê 2):

M C H
M 25,25 50,30 50,20
C 30,50 15,15 30,20
H 20,50 20,30 10,10

Äëÿ îáîèõ èãðîêîâ ñòðàòåãèÿ M (ìóçûêà) äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþ C (ñïîðò).
Óäàëèâ ñòðàòåãèþ C, ìû ïîëó÷èì óñå÷åííóþ èãðó ñî ñëåäóþøåé ìàòðèöåé
âûèãðûøåé èãðîêîâ:

M C
M 25, 25 50∗, 30∗

C 30∗, 50∗ 15, 15

Óñå÷åííàÿ èãðà èìååò äâå íåðàâíîöåííûå äëÿ èãðîêîâ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ
â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ: (M,C) è (C,M).

Íàéäåì êîððåëèðîâàííîå ðàâíîâåñèå, äëÿ êîòîðîãî ìèíèìàëüíûé îæè-
äàåìûé âûèãðûø èãðîêà ìàêñèìàëåí. Çàïèøåì çàäà÷ó ËÏ ñ îãðàíè÷åíè-
ÿìè (5.14)�(5.16), äâóìÿ äîïîëíèòåëüíûìè íåðàâåíñòâàìè (5.20) è (5.21),
êîòîðûå òðåáóþò, ÷òîáû îæèäàåìûå âûèãðûøè ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è
âòîðîãî èãðîêîâ áûëè íå ìåëüøå v. Ìàêñèìèçèðóÿ v, ìû ìàêñèìèçèðóåì
ìèíèìàëüíûé èç âûèãðûøåé èãðîêîâ:

v → max
25p(M,M) + 50p(M,C) ≥ 30p(M,M) + 15p(M,C),

30p(C,M) + 15p(C,C) ≥ 25p(C,M) + 50p(C,C),
25p(M,M) + 50p(C,M) ≥ 30p(M,M) + 15p(C,M),

30p(M,C) + 15p(C,C) ≥ 25p(M,C) + 50p(C,C),
p(M,M) + p(M,C) + p(C,M) + p(C,C) = 1,

25p(M,M) + 50p(M,C) + 30p(C,M) + 15p(C,C) ≥ v, (5.20)

25p(M,M) + 30p(M,C) + 50p(C,M) + 15p(C,C) ≥ v, (5.21)

p(M,M), p(M,C), p(C,M), p(C,C) ≥ 0,
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èëè ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé

v → max
5p(M,M)− 35p(M,C) ≤ 0,

− 5p(C,M) + 35p(C,C)≤ 0,
5p(M,M) − 35p(C,M) ≤ 0,

− 5p(M,C) + 35p(C,C)≤ 0,
p(M,M) + p(M,C) + p(C,M) + p(C,C) = 1,

25p(M,M) + 50p(M,C) + 30p(C,M) + 15p(C,C)≥ v,
25p(M,M) + 30p(M,C) + 50p(C,M) + 15p(C,C)≥ v,

p(M,M), p(M,C), p(C,M), p(C,C) ≥ 0.

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è ËÏ ñëåäóþùåå:

p(M.M) = p(C,C) = 0, p(M,C) = p(C,M) =
1
2
, v = 40. (5.22)

Ìû ìîæåì ëåãêî óáåäèòüñÿ â ýòîì: â ñèëó òîãî, ÷òî ìèíèìàëüíûé èç âû-
èãðûøåé èãðîêîâ íå ìîæåò áûòü áîëüøå ïîëîâèíû ìàêñèìàëüíîãî ñóììàð-
íîãî èõ âûèãðûøà, v ≤ (50 + 30)/2 = 40, íàì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî íè
îäíî èç îãðàíè÷åíèé çàäà÷è ËÏ íå íàðóøàåòñÿ íà äàííîì ðåøåíèè.

Êîððåëèðóåìîå ðàâíîâåñèå (5.22) ðåêîìåíäóåò ðàäèîñòàíöèÿì ÷åðåäî-
âàòü âåùàíèå: îäèí ïåðèîä ìóçûêó ïåðåäàåò ÀËÜÔÀ-ðàäèî, à ñïîðò �
ÁÅÒÀ-ðàäèî; â ñëåäóùèé ïåðèîä ìóçûêó ïåðåäàåò ÁÅÒÀ-ðàäèî, à ñïîðò
� ÀËÜÔÀ-ðàäèî. Ïðè ýòîì, îáå ñòàíöèè â ñðåäíåì áóäóò ñëóøàòü 40%
ðàäèîñëóøàòåëåé.

Â çàêëþ÷åíèå, áóäåò ïîëåçíûì ñðàâíèòü êîððåëèðóåìîå ðàâíîâåñèå (5.22)
ñî ñìåøàííîé ñèòóàöèåé p = (1/2, 1/2) è q = (1/2, 1/2), êîòîðàÿ ðåêóîìåíäó-
åò îáîèì ñòàíöèÿì ïîëîâèíó âðåìåíè âåùàíèÿ ïåðåäàâàòü ìóçûêó, à äðóãóþ
ïîëîâèíó � ñïîðò.

Ïðè ýòîì â õóäøåì ñëó÷àå êàæäóþ èç ñòàíöèé â ñðåäíåì áóäåò ñëóøàòü
1
4 (50+30+25+15) = 30 ïðîöåíòîâ ðàäèîñëóøàòåëåé. Ãäå æå ïîòåðÿëèñü 20%
ðàäèîñëóøàòåëåé (cóììàðíî ñïîðò è ìóçûêó ñëóøàþò 80% ðàäèîñëóøàòå-
ëåé, à ñóììàðíàÿ àóäèòîðèÿ îáîèõ ñòàíöèé 60%)? Äåëî â òîì, ÷òî êàæäàÿ èç
ñòàíöèé ïðèíèìàåò ðåøåíèÿ íå ñîâåòóÿñü ñ êîíêóðåíòîì. Ñêàæåì, êàæäûé
äåíü ñîòðóäíèêè ñòàíöèè ïîäáðàñûâàþò ìîíåòó, ÷òîáû îïðåäåëèòü ïî êà-
êîìó ôîðìàòó îíè áóäóò ðàáîòàòü. Åñëè âûïàë îðåë, òî â ïåðâóþ ïîëîâèíó
ñóòîê îíè ïåðåäàþò ìóçûêó, à âî âòîðóþ � íîâîñòè; åñëè âûïàëà ðåøêà, òî
îíè ñíà÷àëà ïåðåäàþò ñïîðò, à çàòåì � ìóçûêó. Ïîñêîëüêó ñòàíöèè ïðèíè-
ìàþò ðåøåíèÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 îíè öåëûé
äåíü áóäóò âåùàòü ïî îäíîìó ôîðìàòó. 2

5.6 Óïðàæíåíèÿ

1. Òðè ôåðìû ñîåäèíåíû ìåæäó ñîáîé è ñ øîññå ñåòüþ ãðóíòîâûõ äîðîã
òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5.2. Ôåðìåðû ðåøèëè âìåñòå çààñôàëüòèðîâàòü
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6

Ðèñ. 5.2: Ñåòü äîðîã äëÿ ïðèìåðà 1

÷àñòü ãðóíòîâûõ äîðîã òàê, ÷òîáû îò êàæäîé ôåðìû ìîæíî áûëî äîåõàòü
äî øîññå ïî àñôàëüòèðîâàííîé äîðîãå. Ñòîìîñòè àñôàëüòèðîâàíèÿ êàæäî-
ãî èç ãðóíòîâûõ ó÷àñòêîâ ïðèâåäåíû íà âûøåïðèâåäåííîì ðèñóíêå. Êàêèå
ó÷àñòêè íóæíî çààñôàëüòèðîâàòü? Êàê ñïðàâåäëèâî ðàçäåëèòü ðàñõîäû íà
ñòðîèòåëüñòâî ìåæäó ôåðìåðàìè?

2. Òðè âðà÷à ðåøèëè îáúåäèíèòüñÿ äëÿ ñîâìåñòíîé ïðàêòèêè. Ïîñòîÿííûå
ðàñõîäû (íà àðåíäó ïîìåùåíèé, çàðïëàòó ïîìîùíèêà, è ò. ä.) â ãîä ñîñòàâ-
ëÿþò $75 000. Çàìåòèì, ÷òî ýòè ðàñõîäû êàæäûé èç âðà÷åé áóäóò íåñòè è â
ñëó÷àå, êîãäà îí áóäåò ïðàêòèêîâàòü ñàìîñòîÿòåëüíî. Âðà÷è èìåþò ñëåäó-
þùèå ãîäîâûå äîõîäû è ïåðåìåííûå ðàñõîäû:

äîêòîð äîõîä ðàñõîäû

1 $155 000 $40 000
2 $160 000 $35 000
3 $140 000 $38 000

Âðà÷è ðåøèëè èñïîëüçîâàòü òåîðèþ èãð, ÷òîáû îïðåäåëèòü, ñêîëüêî êàæ-
äûé èç íèõ äîëæåí çàðàáàòûâàòü. Îïðåäåëèòå õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíê-
öèþ èãðû è åå çíà÷åíèå Øåïëè. ßâëÿåòñÿ ëè çíà÷åíèå Øåïëè ñïðàâåäëè-
âûì äåëåæîì?

3. Àêöèè íåêîòîðîé êîðïîðàöèè ðàçäåëåíû ìåæäó òðåìÿ ëèöàìè â ñëåäóþ-
ùåé ïðîïîðöèè: ëèöî 1 èìååü 1% àêöèé; ëèöî 2� 49%; ëèöî 3� 50%. ×òîáû
ïðèíÿòü ðåøåíèå íà ãîäîâîì ñîáðàíèè àêöèîíåðîâ íåîáõîäèìî, ÷òîáû çà ýòî
ðåøåíèå ïðîãîëîñîëàëè íå ìåíåå 51% àêöèé. Êîàëèöèÿ àêöèîíåðîâ â ñëó÷àå
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷àåò âûèãðûø 1, è 0, åñëè ðåøåíèå íå ïðèíèìàåòñÿ.

a) Ïîñòðîèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ èãðû.

b) Íàéòè ÿäðî èãðû.

c) Íàéòè çíà÷åíèå Øåïëè.

d) Ïðîâåðüòå, ÷òî äåëåæ (1/3, 1/3, 1/3) íå ïðèíàäëåæèò ÿäðó. Íàéäèòå
äåëåæ, êîòîðûé äîìèíèðóåò äàííûé äåëåæ.
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4. Ïðîäàâåö (èãðîê 1) âëàäååò ïðåäìåòîì, íå ïðåäñòàâëÿþùèì íèêàêîé öåí-
íîñòè äëÿ íåãî. Ïåðâûé ïîêóïàòåëü (èãðîê 2) îöåíèâàåò ïðåäìåò â $30, à
âòîðîé ïîêóïàòåëü (èãðîê 3)� â $40. Ñîñòàâèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíê-
öèþ èãðû, îïðåäåëèòü ÿäðî è âû÷èñëèòü çíà÷åíèå Øåïëè.

5. Ñîâåò Áåçîïàñíîñòè ÎÎÍ ñîñòîèò èç 5 ïîñòîÿííûõ ÷ëåíîâ (êîòîðûå ìîãóò
íàëîæèòü âåòî íà ëþáóþ ðåçîëþöèþ) è 10 íåïîñòîÿííûõ. ×òîáû ïðîâåñòè
ëþáîå ðåøåíèå, íóæíî, ÷òîáû çà íåãî ïðîãîëîñîâàëî íå ìåíåå 9 ÷ëåíîâ,
âêëþ÷àÿ âñåõ ïîñòîÿííûõ ÷ëåíîâ. Îïðåäåëèì öåíó ëþáîé êîàëèöèè, êîòî-
ðàÿ ìîæåò ïðèíÿòü ðåøåíèå, ðàâíîé 1, à öåíó ëþáîé äðóãîé êîàëèöèè �
ðàâíîé 0. Îïðåäåëèòå ñèëó ïîñòîÿííûõ è íåïîñòîÿííûõ ÷ëåíîâ Ñîâåòà Áåç-
îïàñíîñòè, âû÷èñëèâ äåëåæ Øåïëè.

6. (Ñáàëàíñèðîâàííûé îäíîïðîäóêòîâûé ðûíîê) Ðàññìîòðèì ðûíîê,
íà êîòîðîì ïðîäàåòñÿ è ïîêóïàåòñÿ òîëüêî îäèí àácîëþòíî äåëèìûé ïðî-
äóêò. Ìíîæåñòâî ïîêóïàòåëåé îáîçíà÷èì ÷åðåç B, à ïðîäàâöîâ � ÷åðåç C;
N = B ∪ C åñòü ìíîæåñòâî èãðîêîâ. Ïðîäàâåö k ∈ C èìååò yk åäèíèö ïðî-
äóêòà, à ïîêóïàòåëü j ∈ B ñîáèðàåòñÿ êóïèòü xj åäèíèö ïðîäóêòà. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå óðàâíîâåøåíû:

∑
k∈C yk =

∑
j∈B xj . Ìû

ìîäåëèðóåì ïîâåäåíèå ó÷àñòíèêîâ òàêîãî ðûíêà â âèäå êîîïåðàòèâíîé èãðû
ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé

v(S) def= min

 ∑
j∈S∩B

xj ,
∑

k∈S∩C

yk

 .

Çäåñü öåíà êîàëèöèè S ⊆ N ðàâíà îáúåìó òîðãîâëè ìåæäó ÷ëåíàìè êîàëè-
öèè. Íàéäèòå çíà÷åíèå Øåïëè äëÿ äàííîé èãðû.

7. Âëàäåëåö (èãðîê 0) èìååò íåêîòîðûé îáúåêò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðîèç-
âåäåíèåì èñêóñòâà, Ïîêóïàòåëü i (èãðîê i) îöåíèâàåò äàííûé îáúåêò â ai
äîëëàðîâ (i = 1, . . . , n). Èçâåñòíî, ÷òî a1 > a2 > · · · > an > 0. Êòî èç èã-
ðîêîâ êóïèò îáúåêò è çà êàêóþ ñóììó? Êàêîâà ðîëü èãðîêîâ? Ïîêàæèòå,
êîìíîíåíòû çíà÷åíèÿ Øåïëè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ïðàâèëó:

φ0 =
n∑
k=1

ak
k (k + 1)

,

φi =
ai

i(i+ 1)
− 2

n∑
k=i+1

ak
(k − 1) k (k + 1)

, i = 1, . . . , n.

8. Òðåì ôèðìàì íóæíû ñêëàäû äëÿ õðàíåíèÿ íåêîòîðîãî ïðîäóêòà. Ôèð-
ìû ìîãóò ñòðîèòü ñêëàäû ñàìîñòîÿòåëüíî, à òàêæå ìîãóò êîîïåðèðîâàòüñÿ
è ñòðîèòü ñîâìåñòíî èñïîëüçóåìûå ñêëàäû. Ïåðâîé ôèðìå íóæåí ñêëàä ïëî-
ùàäüþ 100 ì2, âòîðîé� 200 ì2, òðåòüåé� 300 ì2. Ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà
ñêëàäà â çàâèñèìîñòè îò ïëîùàäè ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåé òàáëèöå:

100 ì2 200 ì2 300ò. 400 ì2 500 ì2 600 ì2

10 18 25 30 34 36
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Äëÿ êàæäîé èç ôèðì îïðåäåëèòå åå çàòðàòû íà ñòðîèòåëüñòâî ñêëàäà, âû-
÷èñëèâ: 1) çíà÷åíèå Øåïëè, 2) ñåðäöåâèíó èãðû.

9. Ïîñòðîèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ êîîïåðàòèâíîé èãðû òðåõ ëèö,
åñëè êàæäûé èç èãðîêîâ èìååò ïî äâå ñòðàòåãèè, à ïëàòåæè îïðåäåëÿþòñÿ
ïî ïðàâèëó:

Åñëè èãðîê 1 âûáèðàåò Åñëè èãðîê 1 âûáèðàåò
ñòðàòåãèþ 1 ñòðàòåãèþ 2
Èãðîê 3: Èãðîê 3:

1 2
Èãðîê 2: 1 (1,2,1) (3,0,1)

2 (-1,6,-3) (3,2,1)

1 2
Èãðîê 2: 1 (-1,2,4) (1,0,3)

2 (7,5,4) (3,2,1)

10. Áðà÷íûé êîíòðàêò (Âàâèëîíñêèé Òàëìóä 0-500AD) Ìóæ÷èíà èìååò
òðè æåíû. Èõ áðà÷íûé êîíòðàêò ïðåäóñìàòðèâàåò, ÷òî â ñëó÷àå ñìåðòè
ìóæà, ïåðâàÿ æåíà ïîëó÷èò c1 = 100, âòîðàÿ � c2 = 200, à òðåòüÿ �
c3 = 300. Ïîñëå ñìåðòè ìóæà îñòàëàñü ñóììà äåíåã C.

Äëÿ S ⊆ N = {1, 2, 3} îïðåäåëèì

v(S) def= max{0, C −
∑
i∈N\S

ci}.

Âû÷èñëèòå ñåðäöåâèíó êîîïåðàòèâíîé èãðû (N, v) è âû óçíàåòå, êàê òàëìóä
ðåêîìåíäóåò ðàçäåëèòü ñóììó C ìåæäó æåíàìè, êîãäà a) C = 100, b) C =
200, c) C = 300.

11. Äëèíà ïîñàäî÷íîé ïîëîñû â àýðîðîðòó ðàâíà 1500 ì. Íà ïîääåðæàíèå
ïîëîñû â õîðîøåì ñîñòîÿíèè òðàòèòñÿ $3150 000 â ãîä. Íà ýòó ïîëîñó ïðè-
çåìëÿþòñÿ ñàìîëåòû ÷åòûðåõ òèïîâ. ×èñëî ïîñàäîê â ãîä è äëèíà ïðîáåãà
ïðè ïîñàäêå äëÿ êàæäîãî òèïà ñàìîäåòîâ ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåé òàáëèöå.

Òèï ×èñëî Äëèíà
ñàìîëåòà ïðèçåìëåíèé ïðîáåãà

1 600 600 ì
2 700 900 ì
3 500 1200 ì
4 200 1500 ì

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàòðàòû äåëÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âñå ñàìîëåòû, êî-
òîðûå ñîâìåñòíî èñïîëüçóþò äîëþ ïîëîñû, äåëÿò ðàñõîäû ïî ýêñïëóàòàöèè
ýòîé äîëè â ðàâíîé ïðîïîðöèè.

Êàêóþ äîëþ çàòðàí íóæíî îòíåñòè íà îäíó ïîñàäêó êàæäîãî òèïà ñà-
ìîëåòà?

12. Äîêàæèòå, ÷òî ðàâíîâåñèÿ Íýøà â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ è èõ âûïóê-
ëûå êîìáèíàöèè ÿâëÿþòñÿ òàêæå è êîððåëèðîâàííûìè ðàâíîâåñèÿìè.

13. Íàéäèòå êîððåëèðîâàííûå ðàâíîâåñèÿ ñ ìàêñèìàëüíûì ñóììàðíûì îæè-
äàåìûì äîõîäîì äëÿ èãðû ¾êîíôëèêò ïîëîâ¿ (ñì. óïð. 2.8).
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